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向这些同志致谢.由于经验和水平的关系，本版一定还有错漏或 
不完善的地方，热切希望同志们批评指正. 编 者 
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本韦是在中山大学数学力学系原 《常微 分方程讲义》基础上 》 
参考国内外一些同类的教材，经过加工和补充编写而成.全稿是 
在许淞庆教授主持下，由王高雄、周之铭、朱思铭、王寿松四位同志 
分工编写，经过反复讨论、乡次修改完成.由于时间匆促，更受科 
学水平和教学经验的限制，一定存在不少缺点，甚至还有错误之 
处.恳切希望同志们提出抵评和指正. 

关于全书各章的主要内容，请参阅各章后面的“学习要点”.下 
面就我们在编写过程中的几点考虑作些说明. 

一、 考虑到 《 常微分方程》不但是数学的基础课，同时也是常 
微分方程学科本身近代发展方向的重要 基础. 本书除讲述常微分 
方程的最基本的从而.是比较经典性的传统内容外，在第六章着重 
介绍微分方程的重要分支一■稳定性理论的一般概念和重要结 
果，其中包括李雅普语夫笫二方法的主要走理及一类控制系统的 
绝对稳定性问题.同时在第五章讲述线性方程组时，采用了矩阵 
和向量等 工具. 为进一步学习这门学科准备某些必要的基础. 

二、 在编写过程中，力图做到“由浅入深，循序浙进”和“少而 
精”； 注 意突出重点，力求论 i 正详 细明了，便于自学.在基本定理的 
证明中，反复运用皮卡逐步逼近法，希望读者不但了解定理内容, 
同时要掌握这 一证明 方法.此外，每章还附“学习要点”，对读章内 
容加以总结，帮助读者掌握各部分基本内容.我们'略去 一 阶偏微 
分方程部分，对于奇解则只是简单地介绍它的概念和 求法. 

三、 在加强基本理论教学的同时，注意运算技能的培养和训 
练.韦中各部分内容均配有典型例子，并加以说明. 此外， 各章、 
节还配有相当数量的习题，希望通过做习题这个环节，来帮助培 



养、提高解题能力和技巧. 

四、 高阶线性方程和线性方程组完全可以统一起来处理，采 
用矩阵和向量等工具，使叙述上显得十分方便.但是，我们认为在 
常系数高阶线性方程的具体求解过程上，不采用先过渡到方程组 
的办法，而直接应用本书第四章介绍的方法，可能更为简便些. 

基于上述的考虑，我们将上述内容分别设章 编写： 先讲高阶 
线性方程，后讲一阶线性方程组.在第五章中，关于常系数线性方 
程组的基解矩阵的计算，我们避免了化矩阵为约当型的麻烦，但却 
不能不用到关于空间的分解等较深的代数知识.有较好的线性代 
数基础的读者，可以先学习第五章，而将第四章§ 4.1 的结果作为 
有关定理的直接推论.因此，使用本书时，对第四章和第五章的有 
关内容，可以灵活处理，根据实际情况进行调整. 

五、 在内容安排上，我们既考虑到大纲中关于学时的要求，又 
不完全受其限制.韦中某些章节，特别第六章的内容是供选讲用 
的.这一章的主要定理都给出了证明，有些用小字排印，那是为 
学有佘力的读者而写的.这些内容讲乡讲少请任课教师酌定. 

六、 最后，鉴于工程技术方靣对拉普拉斯变换法的需要，除在 
第四章和第五章的有关部分加以应用外，还在书末配置附录 I ,介 
绍拉普拉斯变换的基本概念和主要性质.此外，考虑到微分方程 
边值问题的实际意义，在附录 II 中作为参考资料来介绍. 

书末附有各章节习题答案，供读者参考. 

本韦由南京大学主审，复旦大学、武汉大学、兰州大学参加审 
查.审稿同志提出许多宝贵意见.这些意见对本韦的定稿工作很 
有帮助.本书修改后，又经主审人何崇佑同志认真复审.在此，我 
们谨向这些同志表示谢意. 
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第一章绪 论 


数学分析中所研究的函数，是反映客观现实世界运动过程中 
量与量之间的一种关系.但在大景的实际问题中遇到稍为复杂的 
一些运动过程时，反映运动规律的量与量之间的关系（即函数）往 
往不能直接写出来，却比较容易地建立这些变量和它们的导数(或 
微分)间的关系式.这种联系着自变量、未知函数及它的导数(或 
微分)的关系式，数学上称之为微分方程，当然其中未知函数的导 
数或微分是不可缺少的.本章将通过几个具体的例子，粗略地介 
绍常微分方程的一些物理赀景和方程的建立问题，并讲述一些最 
基本的概念. 


§1.1 微分方程 :某些 物理过程的数学模型 

让我们先从一个具体的例子谈起. 

例1 物体冷却过程的数学模型 

将某物体放置于空气中，在时刻时，测量得它的溫度为 
«o =150° C ， 10分钟后测量得温度为 W =100° C 我们要求决定此 

物体的温度《和时间〖的关系,并计算20分钟后物体的温度.这 
里我们假定空气的温度保持为 w 0 -24 °C 

解 为了解决上述问题，需要了解有关热力学的一些基本规 
律.例如，热量总是从温度髙的物体向温度低的物体传导的;在一 
定的温度范围内（其中包括了上述问题的温度在内），一个物体的 
温度变化速度与这一物体的温度和其所在介质温度的差值成比 
例.这是已为实验证明了的牛顿 (New ton ) 冷却定律. 



设物体在 时刻纟 的温度为《=«(£)，则温度的变化速度以 S 来 

表示.注意到热量总是从温度高的物体向温度低的物体传导的, 
因而 «0>« a , 所以温差《恒正;又因物体将随时间而逐渐冷却, 

故温度变化速度^恒负.因此由牛顿冷却定律得到 

~== —h(u—u a ) ( 1 . 1 ) 

这里 h > 0 是比例常数.方程 (1. 1) 就是物体冷却过程的数学模型, 
它 含有未知函数 w 及它的一阶导数这样的方程，我们称 为一阶 


微分方程. 

为了决定物体的温度 w 和 时间纟 的关系，我们要从方程 (1. 1) 
中“解出”注 意到％ 是常数，且«»>0,可将 (1. 1) 改写成 


年 iu—u a \ = 一硫 ( 1 . 2 ) 

u —— u a 


这样，变量《和《被“分离”开 来了. 两边积分，得到 

ln(tt —) = —kt +c 

这里 e 是“任意常数”.根据对数的定义，得到 

U - Ua = Q -^^0 

由此，令 e e = c ， 即得 

u ~ u a 


(1.3) 


(1.4) 


根据“初始条 件”： 

当 Z = 0时， u = Uq (1. 5) 

容易确定“任意常数” c 的数值 • 为此目的，以和 M = 代入 
(1. 4), 得到 

C — Uq —— u a 

于是 


U — U a ~ {- (Mq — kt 


( 1 . 6 ) 



如果&的数值确定了， （1.6) 就完全决定了温度《与时间 < 的 


关系 • 


根据条件 


由此， 


— 10®, u — u u 得到 

U\ — (wq — w a )e^ 10fc 



用给定的 «o = 150, % = 100和 M a = 24 代入，得到 


7 1 , 150-24 1 

K = —— In -=—— 

10 100-24 10 


lnl.66^0.051 


从而 

« = 24 + 126 e" 0,05w (1. 7) 

这样，根据方程 (1. 7)，就可以计算出任何时刻 i 物体的溫度《的 
数值了.例如20分钟后物体的温度就是 《 2 〜70° C . 方程 (1.7) 还 
告诉我们，当 《— + co 时， 《->24° C ， 这可以解 释为： 经过一段时间 
后，物体的温度和空气的温度将会没有什么差别了.事实上，经过 
2小时后，物体的温度已变为 24.3° C , 与空气的溫度已相当接近. 
而经过3小时后，物体的温度为 24.01° C , 我们的一些测量仪器已 
测不出它与空气的温度的差別了.在实用上，人们认为这时物体 
的冷却过程已基本结束.所以，经过一段时间后(比如3小时后)， 
可以认为物体的温度和空气的温度并没有什么差别了. 

微分方程的“解”可以用图形表示出来，这往往给我们一个简 
明直观的了解.图 （1.1) 就是“解 ”（1.7) 的图形. 

我们从例1中可以大体看出用微分方程解决实际问题的基本 
步骤： （1) 建立起实际问题的数学模型,也就是建立反映这个实际 
问题的微分方程； （2) 求解这个微分方程； （3) 用所得的数学结果 


①为书写方便起见,在运算过程中，我们略去各量的量纲. 



图 (1.1) 图（1_2) 

解释实际问题，从而预测到某些物理过程的特定性质，以便达到能 
动地改造世界，解决实际问题的目的. 

建立起实际问题的数学模型一般是比较困难的，因为这需要 
对与问题有关的自然规律有一个清晰的了解(例如，例1中就要了 
解热力学中的牛顿冷却定律)，同时也需要有一定的数学知识.为 
了要建立起实际问题的数学模型，读者一定要学习有关的自然科 
学和工程技术的专业知识.微分方程往往可以看作是各种不同物 
理现象的数学模型.我们在建立微分方程的时候，只能考虑影响 
这个物理现象的一些主要因素，而把其他一些次要因素忽略掉.如 
果的确考虑到了那些最主要的因素，那么，我们所得到的微分方 
程，它的解和所考虑的物理现象就是比较接近的.这时，我们得到 
的数学模型是有用的;否则，我们还应该考虑其他的一些因素，以 
便建立起更为合理的数学模型. 

下面再举几个例子说明如何建立微分方程的问题。至于如何 
求解这些微分方程，则留待以后各章再讨论. 

例2 R - L 电路 

如图 （1. 2) 的 R - L 电路，它包含电感电阻丑和电源見设 
亡二 0时，电路中没有电流.我们要求 建立： 当幵关 I 合上后，电 
流/应该满足的微分方程，这里假设都是常数. 



解为了建立电路的微分方程，我们引用关于电路的基尔霍 
夫 ( Kirchhoff ) 第二 定律： 在闭合回路中，所有支路上的电压的代 

/V'WW 

数和等于零. 

注意到经过电阻丑的电压降是 i ?/， 而经过电感 z 的电 J £ 降是 
L ^ f 由基尔霍夫第二定律得到 


E — 



dl 

dt 


— RI~0 


即 

dl ' R T _ E 

dt 卞 L L 

求出的 / 二 /( f ) 应满足 条件： 

当 r 二 0 时， / = 0 


CL 8 ) 


a 9) 


如果假定在 < = “时， l = h , 电源 E 突然短路，因而 W 变为 
零，此后亦保持为零.那末电流/满足方程 


及条件 _• 


f + ^ /==0 

当 t — t Q 0» j * , I ~ Iq 


a io) 

a li) 


例 3 H - C 电路 

如图 (L 3) 所示的 R - L-C 电路，它包括电感 Z 、 电阻 2? 和电容 
C . 我们设艮 L 、 C 均为常数，电源 e (0 是时间〖的已知函数.我 
们要求 建立： 当开关瓦合上后，电流/应该满足的微分方程. 

解注意到经过电感1、 电阻及 和电容 C 的电压降分 别为: 

L ^ RI 和|，其中 G 为电量，因此由基尔霍夫第二定律得到 

= L 營+丑/+吾 (1. 12) 




Q 


图 （1-3) 

因为 卜誓，微分 ( L 1 2) 得到 



d 2 I 


+1 


dl I 


1 de(t) 

T~di~ 


a i3) 


这就是电流 / 应该满足的微分方程.如果 6(0 = 常数，得到 


d 2 I EdI I 

十了 玉十 T 5 


a i4) 


如果又有 R =0 , 则得到 


d 2 I 



1 


LG 


0 


a is) 


例 4 数学摆 

数学摆是系于一根长度为丨的线上而质量为 m 的质点 I ，在 
重力作用下，它在垂直于地面的平面上沿圆周运功，如图 a . 4 ) 所 
示.我们要确定摆的运动方程. 

解设取反时针运动的方向作为计算摆与铅垂线所成的角炉 

的正方向.质点见沿圆周的切向速度 U 可以表为〃作用于 

质点 I 的重力将摆拉回平衡位置把重力 mg 分解为两个 
分量 M 和15?，第一个分量 W 沿着半径的方向,与线的拉 


m 6 ^ 



力相抵消，它不会引起质点 I 的速度 V 的数值的改变.第二个分 
量■^沿着圆周的切线方向，它引起质点災的速度 V 的数值的改 
变.因为 B 总是使质点 I 向着平衡位置 j 的方向运动，即当角 
免为正时，向 减小史 的方向运动；当角 P 为负时，向增大炉的方向 
运动，所以见^的数值等于一 mpsin ??. 因此，摆的运动方程是 


即 


dv 

m~ 

dt 


mgsinq) 


&—+ sin 炉 


(1. 16) 


(1. 17) 


如果只研究摆的微小振动，即当炉比较小时的情况，我们可以 
取 ship 的近似值炉代入方程 (1. 17). 这样，就得到微小振动时摆 
的运动方程 

宗 +耖=。 ( I * 18 ) 


如果我们假设摆是在一个粘性的介质中摆动,那么，沿着摆的 
运动方向就存在一个与速度〃成比例的阻力.如果阻力系数是 
则摆的运动方程变为 



如果沿着摆的运动方向恒有一个外力巧:0作用于它，这时摆 


的运动称为强迫微小振动，其方程为 


d 2 q> . ju d(P 
rn -^ 


dt 


dt 




ml 


F{t) 


( 1 . 20 ) 


当要确定摆的某一个特定的运动时，我们应该给出摆的初始 
状态： 


当 时 ， <p = ( po , 


d<p 

It 


= 


! S 抑代表摆的初始位置，叫)代表摆的初始角速度, 


a 21) 



从以上所举的几个例子中不难发现,完全无关的、本质上不同 
的物理现象有时可以由同类型的微分方程来描述.例如，反映物 
体冷却过程的方程 


du 


— k(u~u a ) 


和反映 R - L 电路中电流变化规律的方程 




都可以写成 


dt 


K 2 y = B 


这里尺 、五是 常数，而丑- /-C 电路的方程 


I 


d 2 I f R dl 
dt 2 ^ L dt 1 LC 



1 de(t) 

L dt 


和数学摆的强迫微小振动的方程 



dt 




m dt 





<P 


ml 


F(t) 


都具有同一形式 


w } b t ]c ^ f(t) 


这里是常数.又1〜 C? 电路方程 


d 2 I • I 


dt 



LC 


― 0 


和阻力系数// = 0的数学摆的自由微小振动方程 


• 丄 g 

dt 2 


<p = 0 


均属于同样的数学模型 


^| + *、= 0 


( 1 . 1 ) 

( 1 . 8 ) 

(1* 22) 

0 13) 

(J 20) 

(1 23) 

(1 15) 

(I 18) 

(】‘ 24> 


这里 A 是常数. 
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不同的物理现象可以具有相同的数学模型这一事实，正是现 
代许多应用数学工作者和工程人员应用模拟方法解决物理或工程 
问题的理论根据.例如，利用电路来模拟某些力学系统或机械系 
统等等在现时已相当普遍. 

以上我们只举出了常微分方程的一些物理背景.其实在自然 
科学和技术科学的其他领 域中， 例如化学、生物学、自动控制、电子 
技术等等，都提出了大量的微分方程问题.同样在社会科学的一 
些领域里也存在着微分方程的问题.因此社会的生产实践是常微 
分方程理论的取之不尽的基本源泉.此外，常微分方程与数学的 
其他分支的关系也是非常密切的，它们往往互相联系、互相促进. 
例如几何学就是常微分方程理论的丰富的源泉之一和有力工具. 
考虑到常微分方程是一门与实际联系比较密切的数学课程，我们 
自然应该注意它的实际背景与应用；而作为一门数学基础课程， 
我们又应该把重点放在应用数学方法研究微分方程本身的问题 
上.因此，读者不应该忽视本课程中所举出的实际例子以及有关 
的习题，并从中注意培养解决实际问题的初步能力.但是，按照 
课程的要求，我们要把主要的注意力集中到弄清常微分方程的一 
些基本理论和掌握各种类型方程的求解方法这两方面来，这是本 
课程的重点，也是我们解决实际问题的必要工具. 

§ 1.2 基本概念® 

X )常徽分方程和偏微分方程 

我们已经知道微分方程就是联系着自变量、未知函数以及它 
的导数的关系式.如果在微分方程中，自变量的个数只有一个，我 
们称这种微分方程为常微分方程；自变量的个数为两个或两个以 


①本书中出现的函数(包括常数)，如无特别声明》均指实变量的实值函数. 



上的 微分方程称为偏微分 方程. 
方程 


d 2 y 

dt 2 


+ 6 鲁 +cy = /(f) 





(1, 23) 
( X . 25) 


就是常微分方程的例子，这里 y 是未知函数， 〖是自 变量. 


方程 

d 2 T d 2 T d 2 T_ 


(L 26) 


9 2 T_ a 9T 

2x % dt 


(1. 27) 


就是偏微分方程的例子，这里 T 是未知函数都是自变量. 
方程 (1. 26) 含有三个自变量，而方程 (1. 27) 含有两个自变量. 

微分方’程中出现的未知函数最髙阶导数的阶数称为微分方程 
的阶数.例如，方程 a 23) 是二阶常微分方程，而方程 a 26) 与 
(1. 27) 都是二阶偏微分方程.一般的 w 阶常微分方程具有形式 



(1. 28) 


这里…，£|)是 ng 、 •••、£!的已知函数，而且一定 


含有0; y 是未知函数，无是自变量. 


我们学习的这门课程是常微分方程.今后，我们把常微分方 
程简称为“微分方程”，有时更简称为“方程”. 


2) 线性和非线性 

如果方程 (1. 2 S ) 的左端为 y 及 g , …，£|的一次有理整式，则 
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称 (1.28) 为 《 阶线性微分方程.例如，方程 (1. 23) 是二阶线性微 
分方程.一般《阶线性微分方程具有形式 


+ … W^ J ra n {x')y^f{x') (1. 29) 

这里々 （ ar )， …， a n O )， f ( x ) 是 rr 的已知函数. 

不是线性方程的方程称为非线性 方程. 例如，方程 

~f-f--|-sin^-=0 (1. 17 ) 

是二阶非线性方程,而方程 (1. 25) 是一险非线性方程 . 

3) 解和 隐式解 

_ 

如果函数 y = 代入方程 (1. 28) 后，11使它变为恒等式，则 

称函数 y = 为方程 (1.28) 的解.例如，在 §1. 1的例1中，函 

数 u = u a + (u 0 -u a )e~ kt 就是方程 (1. 1) 的解.如果关系式 y) 
-0 决定的隐函数 y =炉0)是 (1. 28) 的解，我们称 0(x, y) = Q 为 
方程 (1.28) 的隐式解 CP . 例如 ，一 阶微分方程 

孕= 一一 (1. 30) 

dx y 

有解 y = n /1 —无 2 和汉 = — v ^ l — z 2 ; 而笑系式 

x 2 -\-y z — 1 (1. 31) 

就是方程 (1. 30) 的隐式解.为了简单起见，以后我们不把解和隐 
式解加以区别,统称为方程的解. 

4) 通解和特解 

. . ■ 

①隐式解也称为“积分”，相应迆隐式通解也称为“通积分' 
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我们把含有 W 个独立的任意常数 C t ， c 2 , …， c „ 的解① 

y = 9?(ar, Ci, c 2 , •••, c n ) 

称为 n 阶方程 (1.28) 的 通解. 同样， 可 以定义 n 阶方程 （1.28) 的 
隐式通解. 为了简单起见，以后我们也不把通解和隐式通解加以 
区别，统称为方程的通解.为了确定微分方程一个特定的解，我们 
通常给出这个解所必需满足的条件，这就是所 谓定解条件. 常见 
的定解条件是初始条件②.所谓 w 阶微分方程 (1. 28) 的初 始条件 
是指如下的》个条件： 

当 an 0 时 ， y = 尝 = 以 )， …， ^ = (1.32) 

这里 A , yo ， W 1) ，”*， W n - 1> 是给定的 《 + 1 个常数.初始条件(1_ 32) 
有时写为 

yM = Vo 9 ° a . 33) 

求微分方程满足定解条件的解，就是所谓定解问题.当定解 
条件为初始条件时，相应的定解问题,就称为初值问题.本书主要 
讨论初值问题. 

我们把满足初始条件的解称为微分方程的特解.初始条件不 
同,对应的特解也不同.一般来说，特解可以通过初始条件的限制, 


①所谓函数？ = 史0, Ci ， C 2 , …， Cft ) 含有《个独立常数，是指存在 U ， Ci ， Ci ， …， 
Cn ) 的某一邻域，使得行列式 


d<p 



9<p 





d<p 

dCn 


d < p * 



9<p f 



9<p f 



7^0 





^( pCrt - l > 



dCn 


其中史⑴表示 < P 对; r 的 fc 阶导数. 

②另一类定解条件为边界条件，有关问题见书末附录 
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从通解中确定任意常数而得到.例如,在 SL 1的例1中，含有一 
个任意常数 c 的解 

u — u a + c^ hi (L 4) 

就是一阶方程 ( i . 1) 的通解;而 

M = M a +(M 0 —M a )e - “ (1* 6) 

就是满足初始条件 

当 （=0 时 ， u = Uq (1. 5) 

的特解.特解 a 6) 可以在通解 (1. 4) 中令 c = « 。一 tta 而得到. 

容易验证，二阶微分方程 


15^ 4^-0 
da : dx 

a. 34 ) 

的通解为 


y — c 1 e~ ar + c 2 e" 4x 

(1. 35) 

这里 h C 2 是任意常数;满足初始条件 


夕 (0) = 2 ，办 (0) — 1 

J dx 

(1. 36) 

的特解为 


穸 二 3e— :― e -4a? 

(I. 37) 


可以在通解 （L 35) 中令 Cj = 3 ? c 2 --1 而得到. 


5) 积分曲线和方向场 

阶微分方程 


dy 

dx 


/(^ y ) 


a 38) 


的解 y = 代表巧平面上的一条曲线，我们称它为微分方程的 
积分曲线. 而微分方程(1.38)的通解# =炉(>，(0对应于邱平面 
上 的一族曲线，我们称这族曲线为 积分曲线族. 满足初始条件 
y (^)= yo 的特解就是通过点(❿，❿)的一条积分曲线.此外，方程 
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(1. 38) 的积分曲线的每一点 O ， y ) 上的切线斜率 g 刚好等于函数 

f(x, y ) 在’这点的值，也就是说，积分曲线的每一点 (A y ) 及这点上 
的切线斜率 g 恒满足方程 (1. 38); 反之，如果在一条曲线每点上其 

切线斜率刚好等于函数 / Or ， y ) 在这点的值，则这一条曲线就是方 
程 (1.38) 的积分曲线. 

设函数 /(A y ) 的定义域为在每一点处画上一 
个小线段，其斜率等于 ZO ， y ). 我们把带有这种直线段的区域 d 
称为由方程 (1. 38) 规定的方 向场. 这样，求微分方程 (1. 38) 经过 
点 Oq ， 如)的一条积分曲线，就是在区域 D 内求一条经过点 O 。， 汉0) 
的曲线，使其上每一点处切线的斜率都与方向场在该点的方向相 
吻合. 

在方向场中，方向相同的点的几何轨迹称为等斜线.微分方 
程 (1.38) 的等斜线方程为 

y) =* (1.39) 

其中 A 是参数.给出参数 A 的一系列充分接近的值，就可得足够 
密集的等斜线族，借此可以近似地作出微分方程 (1. 38 )的积分曲 
线.当然,要想更精确地作出积分曲线，还必须进一步弄清楚积分 
曲线的极值点和拐点等.显然,极值点和拐点如果存在的话，一般 
地，它们将分別满足方程 

/( ar ,20=0 及 0 + / O , y) d ^-~~ = 0 

例学=1 +吵 

等斜线是双曲线1 +料特别地当 A = 1 时双曲线退化为 
一对直线怎= 0和沒= 0,就是说，在》轴和汉轴上积分曲线有相同 
的切线方向. 
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进一步考虑积分曲线的极值 
点和拐点.为此，令& = 0时得 
1 +柯= 0，在此双曲线上 〆 = 0, 
y ,f = y -\- x(l + xy )= y y 可见积分 
曲线在双曲线的一支（对应于 
夕>0)上取得极小值，而在其另一 
支(对应于#<0)上达到极大.同 

样易知积分曲线的柺点位于曲线 
: r + O 2 + l)y 二0上. 



图 （ 1. 5) 


根据以上提供的信息，我们即可近似地画出积分曲线的分布 

概况如图 （1.5). 


习题 1.2 

1. 指出下面微分方程的阶数，并回答方程是否线性的: 
( 1 ) —■ = — y 

ax 


( 2 ) 


2 


0 -( 1 ) + 12 — 


(3) (’ 穿丫 — 3 浐 =0 

\dxj ax 

(4) ^-^ + Sxy=sinx 

dx z ax 


(5) cos ^ + 2 a ; = 0 

ax 


(6) sin 


K0) 


+ e 霣=尤 


2. 试验证下面函数均为方程 + = 0 的解，这里 o >>0 是 常数: 


(1) y= cos cox 

(2) 是任意常数) 

(3) y=sincox 


« 15 


m 



(4) y = c 2 sin （ Q 是任意常数） 

(5) y = CiOoscox + c z sincox (hCz 是任意常数） 

(6) p^Asin (cox+B) (乂、召是任窓常数） 

3. 验证下列各函数是相应微分方程 的解： 

(1) ^ = xy' coso; 

X 

(2) y = 2 + c - s / l — x z , { l — x 1 ) y , + xy = 2 x (c 是任意常数) 

( 3 ) y = ct x , y // - 2 y / + y =0 (c 是任意常数） 

( 4 ) y f c^ x +y 2 —2ye x = l~Q 2x 

(5) y= sincr, y f ~\~y z ~2ysmx~\- sin 2 ^ — eosx = 0 

(6) y— —— x z y f =x z y 2 +^+1 

X i 


(7) 

( 8 ) 


t/=x 2 -bl, V' =y^ — {x 1 + l)^+2a: 

— 篇， 卜错，-错 


^ 给定一阶微分方程 


dx 


= 2x 


« 

_ 


a ) 求出它的 通解； 

(2) 求通过点( I ， 4 )的 特解； 

(3) 求出与直线 g = 2 cc + 3 相切的解； 

(4) 求出满足条件 f 奸& = 2的解； 

(5) 绘出（2)， （3), (4) 中的解的图形. 

5. 求下列两个微分方程的公 共解： 

(1) y f — y % +2x~x 4 

(2) y f = 2x J {-x 1 ^x^ — y—y 1 

6. 求微分方程 〆 + 0； 〆 2 —g = 0 的直线积分曲线 .' 

7_微分方程 4 W〆 2 —浐=邱 3 ,证明其积分曲线关于坐标原点（0， 0) 成 
中心对称的曲线，也是此微分方程的积分曲线. 

8. 物体在空气中的冷却速度与物体和空气的温差成比例，如果物体在 
20分钟内由 100° C 冷至 60° C , 那么，在多久的时间内，这个物体的温度达到 
30° C ? 假设空气的温度为 20° C , 

9. 试建立分别具有下列性质的曲线所满足的微分 方程： 
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(1) 曲线上任一点的切线与该点的向径夹角 为零； 

(2) 曲线上任一点的切线介于两坐标轴之间的部分等于定长 Z ; 

(3) 曲线上任一点的切线与两坐标轴所围成的三角形的面积都等于常 
数吣 

(4) 曲线上任一点的切线介于两坐标軸间的部分被切点 等分； 

(5) 曲线上任一点的切线的纵截距等于切点横坐标的 平方； 

(6) 曲线上任一点的切线的纵截距是切点的横坐标和纵坐标的等差中 
项； 

(7) 曲线上任一点的切线的斜率与切点的横坐标成正比. 

(提 示： 过点 U ， y ) 的切线的横截距和纵截距分别为 x — y ! y ， 热 

y-xy f ). 
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第二章 一 阶微分方程的初等解法 

本章将介绍一阶方程的初等解法，即把微分方程的求解问题 
化为积分问题①.我们知道，在解 n 次代数方程时，总是希望能用 
四则运算及方根把解表示出来，但后来证明了，对于五次及五次以 
上的代数方程，用这种运算来表示解一般是不可能的.对于微分 
方程的求解问题，也存在类似情况.一般的一阶方程是没有初等 
解法的.本章的任务就在于介绍若干能有初等解法的方程类型及 
其求解的一般方法,虽然这些类型是很有限的,但它们却反映了实 
际问题中出现的微分方程的相当部分.因此，掌握这些类型方程 
的解法还是有重要实际意义的. 

§ 2.1 变量分离方程与变量变换 

2.1.1 变量分离方程 

形如 

( 2 . 1 ) 

ax 

的方程，称 为变 a 分离方程，这里/00,史00分别是％ g 的连续 
函数. 

现在说明方程 (2.1) 的求解方法. 

如果 炉 00弇0,我们可将 （2.1) 改写成 

①这里不要求积分一定能用初等函数表示.例如方程 g =|-( e * + l ) 的解可 
表为 lnb|=Ii(e-^*)+c, 其中 li(0= 称为对数积分函数，属超越函数类. 
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^) =f(x)dx 

这样，变量 就“分 离”开来了.两边积分，得到 

l^) = \ f(x)dx+c ( 2 _ 2) 

这里我们把积分常数 c 明确写出来，而把 jVo ) 釭分别理 

解为 八幻的某一个原函数①.如无特别声明，以后也作这样 
的理解. 

把 (2. 2) 作为确定 y 是$的隐函数的关系式.于是，对于任一 
常数微分 (2. 2) 的两边，就知 (2. 2) 所确定的隐函数 c ) 
满足方程 （2.1). 因而，（ 2 . 2 )是 （2.1) 的通解. 

如果存在如，使9?(夕0) =0,直接代入，可知 y = 也是 （2.1) 
的解.可能它不包含在方程的通解 （2. 2) 中，必须予以补上. 

例1求解方程 学=一 寻. 

dx y 

解 将变量分离，得到 


两边积分，即得 


因而，通解为 


ydy = —xim 


y 


2 


2 


2 



2 


2 


+ y 2 = 


这里 c 是任意正常数.或者，解出写出显函数形式的解 


y 


士〜 /c 一 X 2 m 


例2 解方程 


① 因而 ，常数 c 的取 值必须以保证 (2. 2) 有意义为前提. 
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季 = 夕 2 COS 51? 

dx 


并求满足初始条件：当 t 时3 /= ^- 1 的解. 

解将变量分离，得到 

= co^xdx 

y 

两边积分，即得 

1 . 、 

--- 31 H X T C 

y 


. 因而，通解为 


y~ — 



sin；r 十 c 


这里 c 是任意常数. 

此外，方程还有解 y = o . 

为了确定所求的特解，以 z = y = l 代入通解中以决定任意 

常数 c ， 得到 

C — —1 

因而，所求特解为 

1 

// =- 

1 — sinX 

例3 求方程 

孕~= P (工 (2.3) 

dx 

的通解，其中是 T 的连续函数. 

解将变量分离，得到 

_~= p ( x)dx 

y 

两边积分，即得 


* 
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In |^| ^[p( s x)dx j rc 



这里 e 是任意常数.由对数定义，即有 


即 


1^1 






穿=土6 


* 


jp(x}dx 


令士 eke ， 得到 


y — cq 


PCj; 


(2.4) 


此外， y -0 显然也是 (2. 3) 的解.如果在 (2. 4) 中允许 C -0, 
则 y = 0 也就包括在 (2. 4) 中，因而， （2. 3) 的通解为 （2. 4)，其中 c 
是任意常数. 


2.L2 可化为变置分离方程的类型 


这里只介绍二种简单的 情形: 
1) 形如 


dx 



(2.5) 


的方程，称为齐次方程，这里900是《的连续函数. 

现在说明方程 （2.5) 的求解方法.此方法的要点是利用变量 
变换将 （2. 5) 化为变量分离方程.利用变换来解微分方程是一种 
常用的技巧，在本章中，我们将反复运用这一方法，希望读者细心 
体会。 

作变量变换 


即 y = ux , 干是 


• Z 1 * 


y 


dx 


车 f M 

dx 


( 2 . 6 ) 


(2.7) 



将 (2_ 6)、（2. 7) 代入 (2. 5)，则原方程变为 




整理后，得到 


du g ( u ) —u 

■ — ■ , I ■ ——— 

dx 


( 2 . 8 ) 


x 


方程 (2. 8) 是一个变量分离方程.可按 2 . 1. 1的方法求解，然 
后代回原来的变量，便得(2, 5) 的解. 


y 


y 


例 4 求解方程衾 = f + tga； 


解这是齐次方程，以 u 代人，则原方程 


变为 


x~\u 

ax 


m +tgw 


即 


du tgu 
——_ 

dx x 


(2.9) 


将上式分离变量，即有 


Xgudu 


dx 

X 


两边积分，得到 


In [ sinM | = In f 怎 [ + c 


这里6是任意常数，整理后，得到 


%inu~ -a? 


令士 e e = c ， 得到 


sinM — OX 


( 2 . 10 ) 


此外，方程 (2. 9) 还有解 


tgw = 0 


即 


s i n M = 0 

如果在 (2. 10) 中允许 c = 0， 则 sinw = 0 也就包括在 (2. 10) 中，这 
就是说，方程 (2. 9) 的通解为 (2. 10). 

代回原来的变量，得到原方程的通解为 

- y 

^in~ = cx 


例5 求解方程 


将方程改写为 



2^/xy = y Oco). 



d ¥ 

L_ - --- ■ _ 

dx 



2 A /」■」-上* (a?<C0) 


这是齐次方程.以 


du 


及 £ = 代入，则原方程变为 


㉚ 一 2 / 


dx 


分离变量，得到 


du 


dx 


2V 


两边积分，得到 （2. 11) 的通解 



ln( — X) + 


即 


[ln( —； r )+ c ] 2 ( ln (— 怎） + c >0) 


这里 c 是任意常数.此外，方程 （2. 11) 还有解 

= 0 

注意，此解并不包括在通解 (2. 12) 中. 

代回原来的变量，即得原方程的通解 


夕 = ic [ lxi ( — a ;) + c ] 2 ( ln (— a ;) + c >0) 


及解 y=L 


( 2 . 11 ) 


( 2 . 12 ) 
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顺带指出，我们也可将原方程的通解表为 

_^r[ln (— x)+c ] 2 ， 当 ln( — 怎 ）+ 00, 

[ io , 当 ln (- ar ) + c ^ O . 

它定义于整个负半轴上. 

2) 形如 


dy aiX-\-b x y + Cx 

dx~ a 2 x-\-b 2 y + c 2 


(2. 13) 


的方程也可经变量变换化为变量分离方程.这里 A , a 2 , & 2 , C :， 

〜均为常数. 

我们分别三种情形来讨论： 

(1) c 1 = c 2 = 0 的情形. 

这时方程 (2. 13) 属齐次方程,事实上,我们有 


dy ai x-rbi y 

w - ■ 丨 ■■■ . -- - - . 

dx a2^ + b 2 y 



因此，只要作变换《二则方程就化为变量分离方程. 


( 2 ) 







O 2 厶 2 


0，即 


^的 情形. 



设此比值为 t 即 



6 


«2 b 


趴则方程可写成 


du k(a t x-\-b 2 y) + c x 

■ ,, _ ■ _ 

dx a 2 x + b 2 y J rc 2 


f(a 2 x-\-b 2 U) 


令 a 2 x + b 2 y = u , 则方程化为 

尝:二 fl 2 + &2/( W ) 

这是变量分离方程. 

(3) 现讨论 ^|#0& Cl ， c 2 不全为零的情形. 

)«2 0 2 
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这时方程 a 13) 右端的分子、分母都是 a ：、 #的一次式，因此 


Ca ^ + fi ^ + c^O 

s (2. 14) 

怎 + 石 2 夕 + C 2 ~ 0 

代表 W 平面上两条相交的直线，设交点为(《， P ). 

显然， a 尹0或泠尹@，因为否则 a — ^ = 0,即交点为坐标原点， 
那么必有 q == cr 2 = 0, 这正是情形 (1). 从几何上知道要将所考虑 
的情形化为情形 (1) 只需进行坐标平移，将坐标原点(0, 0) 移至 
( a ， A ) 就行了.事实上，若令 


( X ^ x-a 

Xr^y-p 

则 （2. 14) 化为 

Ca^ + 6,7-0 
(a 2 X + 6 2 F = 0 

从而 (2. 13) 变为 


(2. 15) 


dY a.X + hJ _ (Y\ 
dX~a 2 X-^b 2 Y ~ y \X/ 


(2.16) 


因此，我们得到这种情形求解的一般步骤 如下： 

1°解联立代数方程 (2. 14)，设其解为 = 

2°作变换 (2.15) 将方程化为齐次方程 (2.16); 


3°再经变换 m = 


$将 (2.16) 化为变量分离方程; 


4°求解上述变量分离方程，最后代回原变量即可得原方程 
(2. 13) 的解. 

我们指出，上述解题的方法和步骤也适用于比方程 (2. 13) 更 
一 般的方程类型 

变 = Ja 1 x^b l y J rc 1 \ 

dx xa^x + bzj/ -r c 2 / 


此外，诸如 
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以及 


% 

dx . 


= f(ax + by \ c ) 


yf ( xy)dx + xg ( xy)dy = 0 

$ 2 尝=/(料） 


M ( x ， y)(xdx -\- ydy ) - hN ( x , y)(xdy — ydx ) — 0 


(其中为 a :， y 的齐次函数，次数可以不相同）等一些方程类 
型，均可通过适当的变量变换化为变量分离方程.读者不妨作为 
练习把 相应的变换找出来. 

例6 求解方程 


dy _ x~y + l 
dx x + y — 3 

解 解方程组 



代入方程 (2. 17)，则有 

再令 


dY X-Y 

Ix^xTf 


Y 


X 


即 Y = uX 


则 (2. 18) 化为 


(2. 17) 


(2. 18) 
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两边积分，得 
因此 



X 2 (u z 丄 2m —1) 二土 e c 

记士 e 7 = Cl ，并代回原变量，就得 

Y 2 -]-2XY-X 2 = c l 

(y— 2) 2 十 2( 兄 一 l)(y—2) — (x — l) 2 = c?t 

此外，容易验证 


即 


a 2 + 2w — 1 = 0 


F 2 + 2XF-X 2 = 0 

也是方程 (2. 1 S ) 的解. 因此方程 (2. 17) 的通解为 

y 2 + 2xy-~x Z '-Qy — 2x — c 

其中 c 为任意常数. 


2.1.3 应用举例 

例7电容器的充电和放电 
如图 （2.1) 所示的电路， 
开始时电容 C 上没有电荷，电容 
两端的电压为零.我们把开关瓦 
合上“1”后,电池丑就对电容 C 充 
电，电容 C 两端的电压逐渐升 
高.经过相当时间后，电容充电 



图 (2.1) 


完毕，我们再把开关瓦合上“2”，这时电容就开始了放电过程.现 
在要求找出充、放电过程中，电容 C 两端的电压 《 c 随时间 f 的变 
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化规律 . 


解对于充电过程，由闭合回路的基尔霍夫第二定律，有 


u c + RI = E (2. 19) 

对电容 c 充电时，电容上的电量 W 逐渐增多，根据 Q = Cu c 得到 




dt 


甲 


—(^ Cu c } = C 


du c 

dt 


( 2 . 20 ) 


将 (2. 20) 代入 (2. 19)，得到满足的微分方程 



du c 

dt 


u c = E 


( 2 . 21 ) 


这里/?、 C 、 万都是常数.方程 (2. 21) 属于变量分离方程.将 (2. 21) 
分离变量，得到 


du c — dt 
u c — E RC 


两边积分，得到 


In I u c — E I = — t + Ci 


即 

心一丑 =± e 〜 e 抓 = c 2 e 

这里 c 2 = 士为任盘常数. 

将初始条件：£ = 0时， w c = 0 代入，得到 

C2 = — E 


所以 

Ua = E(l-Q RC ) ( 2 - 22 ) 

这就是 丑 -e 电路充电过程中电容 c 两端的电压的变化规律•由 
(2. 22) 知道，电压〜从零开始逐渐增大，且当+ 03 时，尽 
见图 （2. 2). 在电工学中，通常称 r = RC 为时间常数，当时， 
= 0.95 尽 就是说，经过 3 r 的时间后，电容 C 上的电压已达到夕卜 
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图 (2.2> 




图 （ 2.3) 

加电压的95%.实用上，通常认为这时电容 c 的充电过程已基本 
结束.易见充电结果 

对于放电过程的讨论，可以类似地进行，留给读者自己去完 

成. 

例8 探照灯反射镜面的形状 

在制造探照灯的反射镜面时，总是要求将点光源射出的光线 
平行地反射出去,以保证探照灯有良好的方向性，试求反射镜面的 
几何形状. 

解取光源所在处为坐标原点，而$轴平行于光的反射方向， 


如图 (2. 3). 设所求曲面由曲线 

= 0 


(2, 23) 


绕$轴旋转而成，则求反射镜面的问题归结为求巧平面上的曲线 
y 二/00的问题. 

过曲线 y = /■($) 上任一点 i /0, 20作切线 NT t 则由光的反射 
定律：人射角等于反射角，容易推知 

I 

0C j —*052 


从而 


031=- ON 
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注意到 


dx 


tgot 


MP 

Wp 


及 op 


M P = y ， OM — ^s/ x 


2 I 


y 


就得到函数 y 二 /( 功所应满足的微分方程式 


dx 


y 


+ Va ; 2 十夕 2 


(2.24) 


这是齐次方程.由 2. 1.2 知引入新变量《 = |可将它化为变量分 

tX/ 

离方程，再经直接积分即可求得方程的解.这个求解过程留给读 
者自己去完成. 


在此，我们顺便指出，齐次方程也可通过变换而化为变 


量分离方程.以方程 (2. 24) 为例，由3；=抑得 


(2. 24) 得到 


于是 


dx 




dy 




+y 


dv 

dy 


p 

丁 


sgny-Vl-H； 2 


y 


sgn 穸 


dv 


^s/l + v 2 



代入 


(2, 25) 


积分 (2. 25) 并代回原来变量，经化简整理，最后得 

y z = c(c + 2x) (2, 26) 

其中 c 为任意正常数. 

(2. 26) 就是所求的平面曲线，它是抛物线，因此，反射镜面的 
形状为旋转拋物面 

y 2 + z 2 = c(c + 2x) (2, 27) 
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习題 2.1 


求下列方程 的解： 

L #-=2 对，并求满足初始条件： or =0， y = l 的特解， 
dx 

2. 夕 2 沒无+(0：+1)办=0,并求满足初始条件： 怎 =0， y=l 的特解. 

3 dy = 1+y 2 
• dx xy+x z y 

4* (1 + 0 ：) ydx+ (1 —y)xdy = 0 

5. (^+^) dy+ {x—y)dx=Q 

6 . x % =yJr ^ xl -y z 


7 . tgydx—ctgxdy — 0 

g. ^+^!!= 0 

dx y 

9 . x{\nx—\ny)dy — ydx=0 


10 . 


dy 




作适当的变量变换求解下列方程 （11 一 17) 
11 - ㈣ 2 


12 — _[- 

■ dx~ {x+y) % 

13 3^ + 1 

dx x — 2 汉 + 1 

14. 

dx x—y — 2 

15 . 学 =( 无 + 1 ” + ( 切 + 1 ) 2 + 8 抑 +1 
dx 

16t 切= f -2 x z — 
dx 2xy^ J rx 1 y z 

17 dy ^2x 3 -\-Sxy 2 +x 
• di~3x l p+2^ r —y 

18 . 证明方程 = / ( 妓）经变换邶可化为变量分离方程.并由 

y dx 
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此求解下列 方程： 

(1) y{l J rx 1 y 1 )dx=xdy 


⑵亏1=鵠 


19. 已知⑴心 = l ， x ^ O , 试求函数 / U ) 的一般表达式. 


20. 求具有性质 


xit + s )=^^ 

的函数已知 x '(0) 存在. 

21. 求一曲线，使它的切线介于坐标轴间的部分被切点分成相等的部 

分. 

22. 在图 （2.1) 所示的 iJ - C 电路中，设丑=10伏， fl ^ lOO 欧， 0=0.01 
法，而开始时电容 C 上没有电荷.问： 

(1) 当开关仄合上“1”后，经过多长时间电容 C 上的电压心= 5伏？ 

(2) 当开关 瓦合上 “1”后，经过相当长的时间（如1分钟后）开 关兀从 “1” 
突然转至“2”，试求 m c 的变化规律，并问经过多长时间 a c = 5 伏？ 

23. 求出习题 1.2 第9题⑴所确定的曲线，其中 

4 

24. 证明满足习题 1.2 第9题 (7) 所给条件的曲线是抛物线族. 

§2.2 线性方程与常数变易法 

一阶 线性微分方程 

+ b(x)y + c(x) 二 0 

dx 

在 a ( x )^ 0 的区间上可以写成 

^--= P ( x)y + Q ( x ) (2.28) 

dx 

今后我们主要讨论形如 (2. 28) 的方程，对于 aO ) 有零点的情形分 
别在 aO ) 尹0的相应区间上讨论.这里假设 po )， go ) 在考虑 
的区间上是^的连续函数. 
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若 © Op ) s 0，（2.28) 变为 

^l = P ( x)y (2,3) 

dx 


(2. 3) 称为一阶齐线性方程. 

若以0#0, （2. 28) 称为一阶非齐线性方程. 

(2. 3) 是变量分离方程.我们已在§ 2. 1例3中求得它的通 


解为 


fp(x)daf 

y = cc J 


(2. 4) 


这里 C 是任意常数. 

现在讨论非齐线性方程 (2. 28) 的通解的求法. 

不难看出， （2. 3) 是 (2. 28) 的特殊情形，两者既有联系又有差 

别.因此可以设想它们的解也应该有一定的联系而又有差别.我 
们试图利用方程 (2. 3) 的通解 (2. 4) 的形式去求出方程 (2. 28) 的通 
解.显然，如果(2.4)中6恒保持为常数，它必不可能是 (2. 28) 的 
解.我们 设想： 在 (2.4) 中，将常数 c 变易为 r 的待定函数 £?($), 
使它满足方程 (2. 28), 从而求出 cQ ). 为此，令 

y = c ( x ) J P ' x)dx (2.29) 

微分之，得到 

孪+ c(z) P ( x ) J p ^ (2. 30) 

dx dx 

以 （2. 29)、（2. 30) 代入 (2. 28)， 得到 

dcOL>J^ x > dx ^ c (x)P(x)Q iFixidx == P(x) c (x)J PixUx +Q(x) 
dx 

即 

^l^Q{x)Q^ FiX)dX 

dx 


积分后得到 
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cOO = j Q { x)^ Pix ' dx dx^c (2.31) 

这里 e 是任意常数.将 （2. 31) 代入 (2. 29)， 得到 

y = J Pix ) dx (^ Q { x^^ P ^ ix dx + o ) (2. 32) 

这就是方程 (2. 28) 的通解. 

这种将常数变易为待定函数的方法，我们通常称为常 数变易 
法， 以后我们还要运用这种方法. 

我们看到，常数变易法实际上亦是一种变量变换的方法，通过 
变换 (2. 29) 可将方程 (2. 28) 化为变量分离方程. 

例 1 求方程0+1)孕一 npe % 十1广 +1 的通解，这里沒为 


常数 • 

解 将方程改写为 

学 一~ ~ y ^ c T ( x+ir (2.33) 

ax <r +1 

首先，求齐线性方程 

亟 —- n —y = Q 

dx X~rl 

的通解，从 

y x + 1 

得到齐线性方程的通解 

y = c(x-{-l) n 

其次应用常数变易法求非齐线性方程的通解.为此，在上式 
中把 C 看成为^的待定函数 cO >， 即 


微分之，得到 

* 34 • 


y — c{x){x J ^l) n 


(2* 34) 



学 =^^o+ir+?2(a ； +in：o 

ax ax 


以 （2. 34) 及 （2. 35) 代入 (2_ 33), 得到 


dc(x) 

dx 


e 



(2. 35) 


积分之，求得 


c(x) — c x + c 

因此，以所求的 COO 代入 (2. 34)，即得原方程的通解 

y=(ir+l) n (e x + e) 

这里 S 是任意常数. 


例2 求純 | = 士的通解 • 

解原方程不是未知函数 y 的线性方程，但我们可将它改写 
为 


即 


dx _2x — y z 

dy y 


dx _ 

■ 

dy 


2 


y 


x—y 


(2. 36) 


把 r 看作未知函数，汉看作自变量，这样，对于 a : 及 g 来说，方程 

(2. 36) 就是一个线性方程. 

首先，求出齐线性方程 


的通解为 


dx 2 

-TT™ =- X 

dy y 

X = cp 2 


(2. 37) 


其次，利用常数变易法求非齐线性方程 a 36) 的通解.把 c 
看成 C ( y )， 微分 (2. 37)，得到 ' 
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dx 

dy 


聲 2 + 2 物 


代入 a 36)， 得到 


dc(y) 

dy 


y 


积分之，即可求得 


c(y) = — \n\y\+d 


从而，原方程的通解为 




y 2 {c — \n\y\) 


这里 S 是任意常数. 
形如 


dx 




(2, 38) 


的方程，称为伯努利 （ Bernoulli ) 方程.这里 POO , 为$的 
连续函数，《乒0, 1是常数. 

利用变量变换可将伯努利方程化为线性方程.事实上，对干 
y 关0,用2(4乘（2.38)两边，得到 


y 



y l - n P(x) + Q(x) 


(2 - 39) 


引入变量变换 




V 1 


(2. 40) 


从而 


dz 

dx 


{l — n)y 


dx 


(2.41) 


将 (2, 40 )， （2. 41) 代入 (2. 39)，得到 


dz 


( 1 一 7 l ) P (^ )2 + (1 — 


(2. 42) 


这是线性方程，可按上面 介绍的 方法求得它的通解，然后代回原 
来的变量，便得到 (2. 38) 的通解.此外，当》>0时，方程还有解 
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例 3 求方程尝 = —巧 2 的通解. 

解 这是2时的伯努利方程.令 


y 


算得 


dz 

dx 




- r 2 ^ 


dx 


代入原方程得到 


dz 

dx 



这是线性方程，求得它的通解为 





代回原来的变量 A 得到 


y 


丄 

卞 8 


或者 


y 8 


这就是原方程的通解. 

此外，方程还有解 y=o 


_ 


习题 2.2 


求下列方程 的解: 

1 ， ^ = y+sina? 
dx 

2. 竽 +3o: = e 2 * 

at 


3, 


ds 

dt 


scost + — sin2i 

u 


4 -塞 '-为 常数. 


5 -塞+孕卜 1 


dx 

6.些 

dx 


0 


X Aj ry z 


xy 


2 


7- 


Ay 2y 


dx x+l 


( T + l ) 3 


8. ^=-L 

dx x+y^ 


dy 


9 - tf +吐^为常数. 


X 


10* ar~+y = ^ 3 

dx 

11* 孕+对=怎 3 夕 3 
dx 

12. (ylnx—2) ydx = xdy 

13. 2xydy= (2 夕 2 —x)dx 


i4 ，i 


e ^ + 3 a ; 


a ; 


% 


15. — 

dx xy 




rx 


16. y=e x + j y(t)dt 

17. 设函数 <p(t) 于一 a<f<+co 上连续，〆 （0) 存在且满足关系式 


< p ( f +5) =^( t )< p ( fi ) 


试求此函数. 



20欧 


屯=10欧 


£ = 50 伏 




E - Urn^ricot 


L 
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图 (2.4) 


图 （2.5) 


18. 如图（2.4)所示的丑-乙电路，试求 

(1) 当开关合上 10 秒后，电感 i 上的 电流； 

(2) &合上10秒后再将合上，求&合上20秒后，电感 i 上的电 

流. 

19. 试求图 (2. 5) 所示的 R - L 电路电感上电流 / U ) 的变化规律，并解释 
其物理意义，设 i = 0 时, 7=0. 

20. 试证： 

(1) 一阶非齐线性方程 (2.28) 的任两解之差必为相应的齐线性方程 
(2. 3) 之解； 

(2) 若夕=^(无)是（2.3)的非零解，而穿=沒(0；)是(2.28)的解，则方程 
(2.28)的通解可表为7 =巧0)+$(>)，其中< ； 为任意常数. 

(3) 方程 (2. 3) 任一解的常数倍或任两解之和（或差)仍是方程 (2. 3) 他 
解. 

21. 求解习题 1.2 第9题 (5) 和 (6). , 

22. 求解下列 方程： 

( 1 ) (x z -l)y / -xtf+\ = 0 

( 2 ) x{x^ — \)y f — (2x z — 1 ) y+x z =0 

(3) y f sinx * eosx — sin z x — 0 

§2.3 恰当方程与积分因子、 

2 . 3.1 恰当方程 

我们可以将一阶方程 


| 二 Ku) 


写成微分的形式 

f(x, y)dx — dy — 0 

或把 ％ y 平等看待，写成下面具有对称形式的 一阶微分方程 

M(x ， y)Ax +N(x ， y)dy=0 (2. 43) 

这里假设在某矩形域内是的连续函数， 且 
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/ 


具有连续的一阶偏导数.这样的形式有时便于探求方程的通解. 
如果方程 (2. 43) 的左端恰好是某个二元函数 aOc ，2 T ) 的全微 


分，即 


M(x ， y)dx J rN{x, y)dy~6u{x i y) 


dx + 驾 dy 


dx 


则称 (2. 43) 为怆当方程. 


容易验证， （2. 43) 的通解就是 


(2. 44) 


u(x, y) = c (2. 45) 

这里 c 是任意常数. 

这样，我们自然会提出如下 问题： 

(1) 如何判别( 2 _“)是恰当 方程？ 

(2) 如果 (2. 43) 是恰当方程，如何求得函数《 = «<>，20? ‘ 

为了回答以上问题，我们首先察看，如果 (2. 43) 是恰当方程 

时,函数 Nix ， 20应该具有什么性质？从 (2.44) 得到 


du 

dx 


M 


和 


du 

dy 


N 


将 (2. 46)、（2, 47) 分别对 y 、 a ; 求偏导数，得到 


9 2 u 2M 


9 2 u 9N 


dydx dy ’ 

由于^,¥的连续性，可得 


dxdy dx 


dy J dx 


9 2 u 


d 2 u 


dydx dxdy 


故 


( 2 _ 46 ) 

(2.47) 
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9M 


二 dN 
dx 


(2.48) 


因此 ，（2.48) 是 (2. 43) 为恰当方程的必要条件.现在证明 （2. 48) 
也是 (2. 43) 为恰当方程的充分条件，或更进一步 证明： 如果方程 
(2. 43) 满足条件 (2. 48)，我们能找到函数《，使它同时适合方程 
(2. 46) 和 （2. 47). 这样,就回答了以上提出的两个问题. 

我们从关系式 (2. 46) 出发，把 ST 看作参数,解这个方程，得到 

4 

u—XMix^ y)dx-hq)(y) (2. 49) 

这里 是 y 的任意可微函数.我们现在来选择炉 (20 使《同时 
满足 (2. 47)，即 



oU 

dy 


=易卜 u ) 心十号^ 


= N 


—鼻卜 


(2, 50) 


我们证明， （2. 50) 的右端与 a ; 无关.为此，只需证明 （2. 50) 的 


右端对^的偏导数恒等于零.事实上 


d 


dx 


N 


9 




巧 J 


M(x，y)dx 


9N 

9 

d 

dx 

2x\dy 

9N 

9 

' 3 

dx 


_dx 

9N 

2M_ 

dx 

_ dy_ 


_ 

M(x，y)dx 
J y)dx 


0 


在我们的假设条件下，上述交换求导的顺序是允许的.于是， 
(2. 50) 右端的确只含有％积分之，得到 


< p ( y ) = 


n -易 J 见 (怎’ y ) 紅 




将(2_ 51) 代人 (2. 49)，即求得 


(2. 51) 
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u = 


\ m { x , - 




N 


d 

dyl 


M{x^ y)dx dy 




因此，恰当方程 (2. 43) 的通解就是 


Mix, y)dx + ^iN — y)dx 


dy = c 


(2.52) 


这里 c 是任意常数. 


例 1 求 (3 a ; 2 + 6 a ^ 2 ) tfa ; + (6 a; 2 y + 4 y 3 ) 却 = 0 



m . 


解这里 ilf = 3^ 2 + ^ xy\N = 6 x 2 y + 4 y \ 这时 


9M 

~^y 

因此方程是恰当方程. 


12 巧， 


9N 

da: 


I2xy 


现在求％使它同时满足如下两个方程 


du 

2x 

du 


3x 2 + 6xy 


z 


(2.53) 


Qx 2 y - i -4 y z 


(2.54) 


由 （2. 53) 对 a ; 积分，得到 


M = a 3 + 3a ; 2 汉 2 + g?(y) 


(2.55) 


为了确定 < P ( y ), 将( 2 _ 55 )对夕求导数，并使它满足 (2. 54)，即得 


dcp(y) 


骂 = 6 z 2 奸却 


% x z y I iy 


于是 


d<p{y) 

dy 


4 〆 


积分后可得 


<p(y) =y 


将史 ( y ) 代入 (2.55), 得到 


u = x ^ + 3 x 2 y 2 + y A 


因此，方程的通解为 
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x 5 3x 2 y 2 J ry i ~c 


这里 c 是任意常数. 

往往在判断方程是恰当方程后，并不需要按照上述一般方法 
来求解，而是采取“分项组合”的办法，先把那些本身已构成全微分 
的项分出，再把剩下的项凑成全微分.这种方法要求熟记一些简 
单二元函数的全微分，如 


ydx f xdy ^d(xy) 


ydx — xdy 

f 




y dx — x dy 




ydx — xdy^ 

x 2 +y 2 

ydx — xdy 



= ^arctgyj 

H ln K 



(2,56) 


现在试用这种方法求解下面例题. 

例 2用“分项组合”的办法,求解例 1. 
解把方程重新“分项组合”，得到 


Zx z da:~\ 切 3 办十 6 抑 2 血 + ^x 2 ydy = 0 

即 

办 3 + 办 4 + 3y 2 (£r 2 + 3a; 2 办 2 = 0 

r 

或者写成 

d(x z -\-y i + ^x 2 y 2 )=^0 


于是，方程的通解为 


这里 c 是任意常数. 


怎 3 十 〆 +3x 2 y 2 = c 
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例 3 求解方程 （ cos ； r ++ )心+( 


y 




y y 


dy — 0 


解因为 


9M 


9N 
F ， 瓦 


y 


，故方程是恰当方程.把方程 


重新“分项组合”，得到 


即 


或者写成 


一 + 7 办+( 7 叙— 巧、 =0 




d( sin a? + In | y | + 


0 


于是,方程的通解为 


siniP-f In I y I + 


y 


这里 C 是任意常数. 




2 . 3.2 积分因子 

恰当方程可以通过积分求出它的通解.因此能否将一个非恰 
当方程化为恰当方程就有很大的意义.积分因子就是为了解决这 
个问题而引进的概念. 

如果存在连续可微的函数 = y ) 参0,使得 

y)M(x, y)dx-bn(x J y)N(x, y)# = 0 

为一恰当方程，即存在函数％使 

fiMdx~\~ fiNdy ~dv (2. 57) 

则称 A /( ar , y ) 为方程 (2. 43) 的积分因子. 

这时 = c 是(2_ 57) 的通解.因而也就是 (2. 43) 的通 



由 （2. 56) 看到，同一 方程^ ^一 z 咖= 0可以有不同的积分因 

子夫，矣垚職正日月，辟擁補雜’贝祕棚分 

因子存在，并且不是唯一的.因此，在具体解题过程中，由于求出 
的积分因子不同从而通解可能具有不同的形式. 

根据 2. 3. 1，函数 fi ( x ， 20为 (2. 43) 的积分因子的充要条件是 

= 9(fiN) 
dy ~ dx 

即 

( 2 . 58 ) 

dx dy \ dy dx / 

这是一个以#为未知函数的一阶线性偏微分方程.要想通过解方 

I 

裎 (2. 58) 来求积分因子，从而得到方程 (2. 43) 的解.在一般情况 
下，将比求解方程 （2. 43) 本身更困难.但是，在若干特殊情形中, 
求 (2. 58) 的一个特解还是容易的，所以 (2. 58) 也就提供了寻求特 
殊形式的积分因子的一个途径. 

例如，对于方程 (2. 43)，如果存在只与 ar 有关的积分因子 A = 


〆 $)，则|^ = 0,这时方程 (2. 58) 变成 

N d jL JdJi_9jr ) 

dx \ dy dx r 
即 


2M dN 

djLt _ 

— = ~~ N ~ 


dx 


( 2 . 59 ) 


由此可知，方程 (2. 43) 有只与 x 有关的积分因子的充要条件是 


dM dN 

^^ = 000 ( 2 . 60 ) 


这里400仅为^的函数.假如条件（2_ 6 0)成立，则根据方程 


争 
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(2. 59) ， 可以求得方程 （ 2, 43) 的一 '个积 分因子 

_ Jt(x)dx 
jt / 6 

同样， （ 2. 43 ) 有只与夕有关的积分因子的充要条件是 


(2.61) 


9M dN 
2y dx 
— -M 


<p(y) 


这里 <Pdy) 仅为 y 的函数 . 从而求得方程 (2,43 ) 的一个积分因子 

p =e JV (⑽ 

例 4 试用积分因子法解线性方程 （ 2.28). , 

解 将 (2. 28 ) 改写成 


[P(x)y^Q(x)~]dx~dy 

这时，尨 = 尸 <» + ^>) ， iV= - 1 ，算得 




(2.62) 


9M 9N 
2y dx 




~P{x) 


因而，线性方程有只与 $ 有关的积分因子 " = e _J>(arW ' 以 # = 
e-jpmh 乘 ( 2 . 6 2 )得到 

PQx)G~^ F ^ x)dx ydx — e ^ P<x)dx dy + Q(x)Q ^ F(x)dx dx = 0 

即 

㈣ e 十 ’ 工 + e 十⑻〜双 ■^⑻ e 十⑺以办 = 0 

或者写成 

d (: ye^ iF<xUx ) - Q(x) Q ~ iPix)dx dx = 0 
因此 ，（ 2. 62 ) 的通解为 

y^ iPix>dx - \Q{x)t~ inxUx dx^c 

■ 

或者改写为 
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y = ^ P( ' x)dx {^Q{x)Q ~^ P{x)dx dx-{-c^ 


这与前面得到的结果 (2. 32) 完全 一样. 这里我们又得到一个解线 
性方程 (2. 2 S ) 的方法. 


积分因子一般是不容易求得的，我们可以先从求特殊形状的 
积分因子(如只与$或只与 y 有关的积分因子)开始，或者通过观 
察法进行“分项组合”而求得积分因子.下面通过例子说明一些简 
单的积分因子的求法.运用积分因子解题，需要有一定的技巧，这 
就要多作练习，从中体会. 


例5求解方程尝=—号 +\ A +( j ) (次 >0). 


或 


解方程可以改写为 

xdx -^ydy =\/x 2 dx 


■^A{x 2 -\-y 2 )=-yx 2 ^ry 2 dx 


容易看出，此方程有积分 因子# = Va . 2+ 2> 以 A 乘之，得 


故通解为 


或 


d(x 2 ^y 2 ) 
2^/ x 2 + y 2 


dx 


\/x 2 +y 2 =x + c 


y 2 =c(c J r2x) 

例 6 求解方程 ydx + ( y — x)dy = Q . 

解 这里 M = y i N=y — x i ?^^ i ， ： ^ 


1，方程不是恰当 



的. 


*T 



方法 1 因为 
有关的积分因子 


9M 9N 
dy dx 
— 』/ 


y 


只与 g 有关，故方程有只与夕 


e ;( -吾) 


d ir 


e 


2ln\y\ 


y 


2 


以 a =_* 乘方程两边，得到 

£r 




或者写成 


ydx — xdy dy 

y 2 十沒 


0 


因而，通解为 


y 


+ ln |y I =c 


方法 2 将方程改写为 

ydx — xdy — —ydy 

由 （2. 56 ) 知道，左端有积分因子 /u =~^■或 fi =— 

y x 


，但考虑到右 


端只与3/有关，故取 M =4为方程的积分因子，由此得到 

& 


ydx—xdy 

~¥~ 


-- dy 

y 


因此，通解为 


爹 +ln 丨穸 | ~c 


顺便指出,这里采用别的求解方法也是十分方便的. 例如: 
方法3 方程可以写为 

y 

— -__ I ■ 

dx x—y 


4 B 





这是齐次擁，令音 4 代入得到 


dx l~u 


即 


^ du =^ 

U l X 


因此，通解为 


— In \u\ =ln|a:) —c 


代回原来的变量，即得 


+ ln | y | 


方法 4 把 a ; 看作未知函数， y 看作自变量，方程变为线性方 




程 


dx 


同样解得 




+ ln|y| 


此外，易见 y = 0也是原方程的解. 


习题 2.3 

验证下列方程是恰当方程，并求出方程 的解： 

L (x 2 +^)dx+ {x~2y)dy—Q 

2 . (y—3x 2 )dx— {Ay—x)dy=0 

3_ ——--- dx-\- ---- dy^O 

l(x-yy x] ^ly {x-yv\ y 

4. 2 (3xy 2 +2x 3 )dx+z (2x 2 y+y z )dy=Q 

5. f— sin——-^-cos— +l^)dx+f— cos—^sinI + 士 ) 办 = 0 
\y y x z x J \x x y z y y z J 
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求下列方程 的解： 

6. 2x(y^ x2 — l) dx J r^ r "dy = 0 

7 . (e x + 3y z )d^ + 2x^c?^ = 0 

I 

8. 2xydx^r {oc 1 J r\)dy = 0 


9. ydx—xdy — {x z 七 y’) dx 

10. ydx— {x+y z ) dy = 0 

l 

1L (y—\~a:y)dx J rxdy = 0 

12. {y—x z )dx~xdy = 0 

13. Or+2 夕 ) 如 + xdy^Q 

14. Ixeos {x+y) + sin (x + p) ^dx^xoos (x + p) dy = 0 

15. (y eos x—xs\nx)dx+ (ysinx-{-xcosx) dy^O 
16* x{Aydx-h2xdy) ^ry z {^ydx + 5xdy) =0 

17c 试导出方程见 (r ， y) 如 +# (^， y) dy = 0 分别具有形为 / / (;r+y ) 和 

iiixy ) 的积分因子的充要条件 . 

18. 设 f Or, 妁及^{连 续， 试诬方程办 一 /Orj) 心 = 0 为线性方程的充 

要条件是它有仅依赖于 a: 的积分因子 . 

19. 试证齐次方程 Mix, y)dx+N(x ， 幻办 = 0 当 xM+yN 手 Q 时有积 


分因子 u = ——-—— 

^ xM 七 yJST 

20. 设函数 f ( u ), g ( u ) 连续、可微且 f ( u ) ^ g ( u ), 试证方程 

yf ixy ) dx + xg { xy ) dy^O 

有积分因子 fi = (xy [/ { xy ) —^( x ^)])" 1 . 

21. 假设方程 (2_ 43) 中的函数见以，的， V On ) 满足关系 


9 y dx 

其中分别为$和没的连续函数，试证方程 (2. 43) 有积分因子 p = 
exp ([ f { oc ) dx -\-[ g ( y ) dy \ 


22. 求出伯努利方程的积分因子. 

23. 设/^0^)是方程（2.43)的积分因子，从而求得可微函数？ 7( H ), 

使得 d £/ = /i ( Mdx + Ndu ). 试证 TUx 、 y ) 也是方程 (2.43) 的积分因子的充要 
条件是 = 其中9⑴是《的可微函数. 
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24. 役〜(3；.的，// 2 (0：，的是方程(2.43)的两个积分因子， 且异常 
数，求证(任意常数)是方程 (2. 43) 的通解. 

25. 假设第19题中微分方程还是恰当的，试证它的通解可表为 
: r 0, #)+yiV ( a ;， y ) = <; (c 为任意常数）. 

§ 2. 4 一 阶隐方程与参数表示 

一阶隐微分方程的一般形式可表示为： 

F(X, y,y f )=0 

如果能从此方程中解出导数 〆 ，其表达式为 〆 =/0 r ， gT )， 则 
可侬 / U ， O 的具体形状如何而选择 §2.1-§2. 3所介绍的某一 
方法进行求解.但如果难以从方程中解出 〆 ，或即使解出 〆 ，而其 
表达式相当复杂的情况下，则宜采用引进参数的办法使之变为导 
数已解出的方程类型，这正是本节讨论的主要思想.这里主要介 
绍以下四种 类型： 

1 ) y 二 f(3c ， y’）, 2) x = f(y, y f ) 

3) F ( ar ， 〆 ）= <}，4) F ( y ， y ’）= Q 

2.4.1 可以解出 y (或幻的方程 

1) 首先讨论形如 

# 

y=K x ， t) (2 . 63) 

的方程的解法，这里假设函数有连续的偏导数. 

引进参数则 （2 63) 变为 

y = <2. 64) 

将 (2. 64) 两边对; r 求导数，并以赛=/»代入，得到 
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可' 9 fdp 




dp dx 


(2. 65) 


方程 (2. 65) 是关于 a p 的一阶微分方程，但它的导数已解出.于 
是我们可按§ 2. 1— § 2. 3的方法求出它的解 .. 

若已求得 (2* 65) 的通解的形式为 


p = q>(x f c) 


将它代入 a 64)，得到 


y = f(x, <p(x, c)) 


这就是 （2* 63) 的通解. 

若求得 (2. 65) 的通解的形式为 

Kp ， c ) 

则得到 （2. 63) 的参数形式的通解为 

妒(穸， C ) 

y = M ( v，cm 

其中是参数, C 是任意常数. 

若求得 (2. 65) 的通解的形式为 

0( x ， P , (?) =0 

则得到 (2. 63) 的参数形式的通解 

<P(x, p ， c) =0 

y = fC ' p ) 

其中 p 是参数，为任意常数. 

例1求方程(备) 3 +2邊 一 y =0 的解. 

解 解出#，并令得到 


y = p Zj t ~2 xp 


( 2 . 66 ) 


两边对$求导数，得到 
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即 


Zp 2 dp-^ 2xdp + pdx = 0 


当罗 #0 时，上式乘以 p 得到 

3〆 办 + 2xpdp + p 2 dx = 0 

积分之，注意到中间一项为 xdp \ 得到 


3, 

~r 


+ 3? 〆 — c 


解出 a ：， 得到 


c 


3 


x 


4 


V 


2 


将它代入 (2. 66)，即得 


2 c 


!f = P s -h 


3 ^4 

4 


因此，得到方程的参数形式的通解 


x 


C 


P 2 4 


V 


y 


2c 

p 


1 ^3 

V 


(Py^O) 


当 P = 0 时，由 （2. 66) 直接推知 y ^ O 也是方程的解. 
例2求方程 y = — 的解. 


解 令得到 


y = p 2 —xp + 


x 


2 


2 


(2.67) 


两边对$求导数，得到 
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p~2p~~ 3C~^ — p-\-X 

(Lx ax 


或 



1 )(2^ — a?) = 0 


从 


dp 

dx 




1 二 0 


解得 


T = c 


并将它代入 （ 2 • 67 ) 得到方程的通解 


y^—^cx^c 


又从卽 _ar = 0 解得 


x 

2 


以此代入 (2. 67) 又得方程的一个解 


y 


X 


4 




( 2 . 68 ) 


(2, 69) 


注意此解与通解 (2. 68) 中的每一条积分曲线均相切(见图 （2. 6))， 
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图 （2. 6) 


这样的解我们称之为奇解.在下一章将给出奇解的确切含义. 

2) 形如 

^ d £) ( 27 。) 

的方程的求解方法与方程 a 63) 的求解方法完全类似.这里假定 

函数有连续偏导数. 


(2. 71) 


弓 I 进参数| = 则 （2. 70) 变为 

将 (2. 71) 两边对 y 求导数，然后以_ ==+代入，得到 

1 _ 3 /, dp 

P dy 2v dy 

方程 (2. 72) 是关千％ p 的一阶微分方程，但它的导数 g 已解出，于 
是可按§ 2. 1—§ 2* 3的办法去求解.设求得通解为 


(2* 72) 


少（穸，？， c ) =0 


则得 (2. 70) 的通解为 


x 


f(y ， p) 




\ 


例3求解例1中的方程(备 ) + 2 ^—汉= 0 

解解出2：，并以 ^= iP 代入，得到 


X 


卜 P 3 

2 P 


Cp^o) 


对没求导数，得到 


p 1 


0( 夕 




v 


if 


(2 # 73) 
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或 


pdy + ydp + 2p s dp — 0 


积分之，即有 
因而 

代人 （2, 73)，求得 


2yf J [ ~f i = c 


X 


所以，方程的通解为 


a; 


y 


C—P 3 

2v F 

* - 

一 c-3p 4 


2p 

4 / 

C 

3 2 


4p z 

4 F 




( P ^ O ) 

C 



2p 

2 



此外，还有解 y =0. 这和例1所得结果完全一样（这里的任意常 
数 c 换成 4 C ). 


2.4.2 不显含 2 T (或 z ) 的方程 
3) 现在讨 论形如 

F { x , y f )^0 (2.74) 

的方程的解法. 

记？ = 从几何的观点看,厂 O , p ) = 0 代表灯 平面上的 

一条曲线.设把这曲线表为适当的参数形式 

x = < p ( t) f P = ip ( t ) (2. 75) 

这里》为参数.再注意到，沿方程 (2. 74) 的任何一条积分曲线上， 
恒满足基本关系 
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* 



^bi—pdx 


以 （2. 75) 代入上式得 




两边积分，得到 




于是得到方程 (2. 74) 的参数形式的通解为 

x = <p(t) 




C 为任意常数. 


例4求解方程 /十 〆 3 — 3 <=0(这里 〆 
解 令 〆 二 p = 则由方程得 


X 


U 


从而 


V 


zt 


2 


1十尤 


于是 




( U ) 


积分之，得到 




9(1 二 2办 

( 1 r t z )' 


dt 


3 1 + 4 尤 


3 



2 (1 十 t 3 ) 




因此，方程的通解表成参数 形式: 


x 


Zi 


y 


\-t 6 

3 1 H - 4^ 

J ( I + T 3 ) 


3 


C 



4 ) 形如 


Hy ，^)=0 

的方程，其求解方法同方程 ( 2 . 74 ) 的求解方法类似. 


记 P 二 V 、 引入参数 L 将方程表为适当的参数 形式: 
由关系式匆如得 < p F ( t)dt = tl ){ t ) dx , 由此得 


于是 


dx 


0⑴ 


it , 






( 2 , 76 ) 


y ~ 9 ^( ^) 


dt +c 


为方程的参数形式的通解，其中 c 为任意常数. 

此外,不难验证，若 F ( y t 0 )- 0 有实根女=办，则 y = k 也是方 
程的解. 


例 5 求解方程 y 2 ( l — 〆 ）= (2 — gO 2 . 

解令 2 — 〆 =%，则与原微分方程消去 f 后，有 

y 2 iyt—i)=y 2 t 2 

由此得 


^ -- 1 _ t 



y f = l — t 2 

这是原微分方程的参数形式.因此 

dx—^- = ^~dt 
y t z 

积分之，得到 
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a: =—+c 



J 


于是求得方程的参数形式的通解为 



或者消去参数 《得 


其中 C 为仟意常数. 




X — c 


C 


此外，当 〆 二0时原方程变为# = 4,于是士2也是方程的 


m . 


习 



2.4 


求解下列 方程： 

1 . xy /s =l J ry / 

2 . 3 / / 3 - a ; 3 ( l -/)=0 

3. y=y f2 ey f 

4. 穿 (1+〆” =2fl，a 为 常数 . 

5. x 2 +y ，2 = l 

6. 爹 2 (〆 一 1) = (2 — 〆 ) 2 


本章学习要点 


在这一章里，我们讨论了一阶方程 

F(x, y,y’）=Q 

的若干类型的初等解法,归纳起来就是： 

1. 若方程能就 〆 解出，即方程取形式 

〆 =/(»，穿）或 y ^ dx + Nix ^ = 0 

可按 S 2.1— § 2. 3介绍的方法去求解. 

2. 若方程能就 9( 或$ ) 解出 
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p=f(x, 〆 ） [ 或怎 ==/( 穿， 〆）] 

则令 〆 =?后，把问题化为求解关于 P 与$ ( 或 y ) 之间的一阶方 
程： 

(2.65) 

或 j (穸’ ?〉 +/; (穿，沪)奪 (2. 72) 

若按§ 2. 1—§ 2. 3的办法求得方程 (2_ 65) [或 (2. 72)] 的 通解为 

0 ( x , p , c ) = o [或少 （ y ， c )= o ] 

则它与 y-/(ar, P) [或 : r = /(y, 幻] 一 起构成原方程的通解的参数 
形式(见 2. 4.1). 

3. 若方程不能就 〆 ^或沒解出，对于形如 

FO ,2 O = 0 或 F ( i /, y f )=0 

的方程，可按 2. 4. 2 介绍的方法 处理: 引入参数《，将方程表示为 
参数形式,再注意到关系式就将问题转化为求解关干 V 

(或功与#的一阶方程，且其导数或 D 已表示为 彡的 已知函 

数,最后的工作就是求积分的问题. 

所有上列情形都归结到形如 

〆==/( 怎，夕）或 M{x ， y)dx 七 N 、 x ， f)dy = 0 

的方程的求解问题.在 §2.1— § 2 . 3 里，我们主要介绍了 五种类 
型的方程(变量分离方程，齐次方程,线性方程，伯努利方程及恰当 
方程）的初等解法.实际上作为基础的不外是变量分离方程和恰 
当方程，其他类型的方程均可借助变量变换或积分因子化为这两 
种类型,这可简略地表示如图 (2. 7). 

历史上，数学家莱布尼兹 (Leibnitz) 曾经专门从事于利用变 
量变换的办法解决一阶微分方程的求解问题，而欧拉 (Euler) 则 
试图利用积分因子的办法统一处理这一问题.但实践证明，单纯 
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ru 


-i 



广 X}a+A a 


聰柃耶 45 


0^0 




?|彳)名 




sirs 



= / 


¥ +X 


采用一种方法各有其不便和困难.因此，我们必须对具体问题作 
具体的分析，分别不同情况采用不同的方法. 

熟悉各种类型方程的解法，正确而又敏捷地判断一个给定的 
方程属于何种类型，从而按照所介绍的方法进行求解，这自然是最 
基本的要求.但仅仅能做到这一点还不够，因为我们所遇到的方程 
未必都恰好是本章所介绍过的方程类型，因此还要求注意学习解 
题的技巧，从中总结经验，培养自己的机智和灵活性；还有一点也 
很重要，就是要善于根据方程的特点,引进适宜的变换，将方程化 
为能求解的新类型，从而求解. 

最后，我们要强调 指出： 能有初等解法的微分方程是很有限 
的，例如形式上很简单的黎卡提 ( Riccati ) 方程 

^- = PCx)y z + Q(x)y 卜丑⑻ 

0X 

一般就没有初等解法（当然，若我们有办法找到方程的一个特解 
歹(功，则经变换方程就变为伯努利方程，因而可解). 
这一事实为法国数学家刘维尔 ( Liouville ) 在1841年所证明，这 

就促使人们寻求别的方法来研究微分方程的问题. 

习题 2.5 


求下列方程的解: 



ffsiniF+-^cosa:= 1 

ax 


2* ydx — xdy — 3C 2 ydy 
3. 4e*^sinx— 1 



5, (xy^ 9 -\-y z )dx—x 2 c !f dy = 0 

6. {xy J t\)ydx—xdy=0 
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7. {2x+2y—\)dx+ (x+y — 2)dy = Q 


1 


Gi/ y 丄 y 

- — " - -4 

dx x x 3 


9. 塞= 3夕 + X -2 


10* x 


dy 

dx 


1 + 


(盏) 


2 


11 办— 卜 y+l 
* dx~w J ry 1 +3 

12. ei ( 塞 +1 


xe 


X 


13. {x 1 +y 1 )dx— 2xydy =0 

14. 磬 =a;+y + l 

15. g=e4|： 

16. (: r+1) 学 +l = 2e -， 

ax 

17 ， {^-'y 1 )dx-\-yil+w)dy~Q 
18. Ao^ 1 y 1 dx+2{x z y—1) dy=0 


19 



. <3、 

， 小 - ⑵ I- 1 


^-4 ic ^ 0 




21 。 （ l+e^Odir+eFf 1 


~) d y = 0 


22. 与 (fa+ f ■ — 3 y 2 rfy = 0 

y z y A 

23* ydx — (l+cc+y 2 )rfy=0 
24* {_y—x{x 2 - \-y z )~\dx~xdy = 0 


dy 


d 


25- — x — j?=0 
dx 


26. (2xy + x 2 y + ^~) 必 + Or 2 +y 2 )dy=0 


27. 


dy 2x+3ff+ 4 
do; - 4x+6^+5 



28. x^—y^/.x^yiy 1 — ^ 2 ) (提示 ： ♦ x 1 y=u) 

dx 

29. 学 + l = e *» 

dx x 

30 dy ^ Ax z — 2^ + 2 x 
* dx— Zx z y 2 —6y 5 + 3y 2 

31. y z (xdx + ifdy) +x(ydx~xd?f) =0 
( 提示：令 x = pcosO^ y = psin0) 

32. ^+ i ±^=0 
dx l+x^y 

(提示：令 u—x+y, v=xy) 

33. 求一曲线，使其切线在纵轴上之截距等于切点的横坐标. 

34. 摩托艇以 5 米/秒的速度在静水上运动，全速时停止了发动机，过了 
20秒钟后，艇的速度减至 ^-3 米/秒.确定发动机停止2分钟后艇的速度. 
假定水的阻力与艇的运动速度成正比例. 

35. —质量为 m 的质点作直线运动，从速度等于零的时刻起，有一个和 
时间成正比（比例系数为 t ) 的力作用在它上面.此外质点又受到介质的阻 
力，这阻力和速度成正比（比例系数为 h ). 试求此质点的速度与时间的关系. 

36. 证明： 如果已知黎卡提方程的一个特解，则可用初等解法求得它的 

通解. 并求解下列方程： 

( 1 ) y f Q~ x ^y z — 2ye x — 1 —c 2x 

(2) -\-y 2 — 2ysinx= eosx — sin 2 x 

( 3 ) x 2 y ; =x 2 y 2 +xy + l 
、 ’ 4) 4x 2 { y f — y 2 ) =1 

(5) x 2 ( y ’+ 浐 ）=2 

(6) f 〆 十（砂 一2) 2 =0 

(7) y r = — + (1—2^)^+* 
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第三章 一 阶微分方程的解的存在定理 


微分方程来源于生产实际，研究微分方程的目的就在于掌握 
它所反映的客观规律，能动地解释所出现的各种现象并预测未来 
的可能情况.对于反映某一运动规律的微分方程，如果能找出其 
通解的表达式，一般来说，就能按给定的一定条件相应地选定其中 
的任意常数，获得所需要的特解并通过其表达式了解它对某些参 
数的依赖情况，从而适当地选择这些参数，使得对应的解——“运 
动”具有所需的性能.在第二章里，我们介绍了能用初等解法的一 
阶方程的若干类型，但同时指出，大量的一阶方程一般是不能用初 
等解法求出它的通解的，而实际问题中所需要的往往是要求满足 
某种初始条件的解.因此，对初值问题的研究被提到了重要的地 
位.自然 要问： 初值问题的解是否存在?如果存在是否唯一呢？ 
容易举出解存在而不唯一的例子.例如方程 


dy 

dx 



过点(0,0)的解就是不唯一的.事实上，易知是方程的过点 

(0,0) 的解.此外，容易验证 l = 或更一般地，函数 

CO 

努 c ) 2 c < ar=^l 

都是方程的过点(0, 0) 而定义于区间上的解,这里 c 是满 
足 0< c < l 的任一数. 

本章介绍的存在唯一性定理完满地回答了上面提出的问题, 
它明确地肯定了方程的解在一定条件下的存在性和唯一性，它是 
常微分方程理论中最基本的定理，有其重大的理论意义.另一方 


• 65 





ffi , 由于能 求_ 得精确解的微分方程为数不多，微分方程的近似解 
法具有十分重大的实际意义，而解的存在和唯一又是进行近似计 
算的前提.因为如果解根本不存在，却要去近似地求它，问题本 
身是没有意义的;如果有解存在而不唯一，由于不知道要确定是哪 
一 个解，却要去近似地确定它，问题也是不明确的.解的存在唯一 
性定理保证了所要求的解的存在和唯一，因此它也是近似求解法 
的前提和理论基础.此外，我们将看到在定理的证明过程中还具 
体地提供了求近似解的途径，这就更增添了存在唯一性定理的实 
用意义. 


由于种种条件的限制，实际测出的初始数据往往是不精确的， 
它只能近似地反映初始状态.因此我们以它作为初始条件所得到 
的解是否能用作真正的解呢？这就产生了解对初始值的连续依赖 
性问题，即当初始值微小变动时，方程的解的变化是否也是很小 
呢？如果不然的话，这样所求得的解就失去实用的意义，因它可能 
与实际情况产生很大的误差. 


本章重点介绍和证明一阶方程的解的存在唯一性定理.并叙 
述解的一些一般性质，如解的延拓、解对初值的连续性和可微性 
等.此外，还引进奇解的概念及介绍求奇解的两个方法. 


§ 3.1 解的存在唯一性定埋与逐步逼近法 

3.1.1 存在唯一性定理 

1) 首先考虑导数已解出的一阶微分方程 

蠢=/0，穸） (3.1) 

这里是在矩形域 

B ： \x—x 0 \<a, I 穿 1ol<b (3* 2) 
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上的连续函数. 

函数称为在 i? 上关于 y 满足利普希茨 （Lipschitz) 条 
件， 如果存在常数^>0,使得不等式 

\f{x,y x )—f{i£ y V2)\^L]y x —y 2 \ 

对于所有 U，y!), (ar, 仏) ei? 都成立. L 称为利普希茨常数. 

I 

定理 1如果 / Or，sO 在 i? 上连续且关于 y 满足利普希茨条 
件，则方程 (3.1) 存在唯一的解 y=?KaO， 定义于区间 
上，连续且满足初始条件 

炉（怎0) — 3^0 (3. 3) 

这里 A = min(^，D,itf= max |/(a：，y)|. 

\ ix,v )€ i 2 

我们采用皮卡 (Picard) 的逐步逼近法来证明这个定理.为了 
简单起见，只就区间来讨论，对于 ir 0 —A<ar<a? 0 的 
讨论完全一样. 

现在简单叙述一下运用逐步逼近法证明定理的主要思想.首 
先证明求微分方程的初值问题的解等价于求积分方程 

^=^0 + | f(x,y)dx 

J X9 

的连续解.然后去证明积分方程的解的存在唯一性. 

I 

任取一个连续函数外(均代入上面积分方程右端的仏就得到 


<p x {x)~yQ~\~\ fix, <p 0 (x))dx 

J Xt 

显然史 lO) 也是连续函数，如果 9?!(a：) = 9?o(«), 那末沪 dO ) 就是积 
分方程的解，否则，我们又把 A(a：) 代入积分方程右端的汉，得到 

<p 2 (a;) = y 0 + f f(x ， 

J Xt 

如果 < Pz { x ) = < p x { x ), 那末 hO) 就是积分方程的解.否则，我们继 
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续这个步骤.一般地作函数 

<Pn(^) = ^ 0 +f 70 , (Pn-l(x))dx 

J Xa 


(3. 4) 


这样就得到连续函数 序列： 

炉0(«)，史1(怎），••、 < PnM ， … 

如果那末就是积分方程的解，如果始终 
不发生这种情况，我们可以证明上面的函数序列有一个极限函数 

炉0)，即 

limip n (x) ~(p(x) 


存在，因而对 (3. 4) 取极 限时， 就得到 


即 


lim^n(a：) =^o+lim [ f{x, 中 n(Odx 

m."¥aa *i_ -^oo J Xm 



X 


lim/(;r ， 


= ^o + f fOh<p(x))dx 

J Xq 


炉 0 ) = W+ f{x, <p(x)) 6 s 

J X% 

这就是说， 炉 ( aO 是积分方程的解.这种一步一步地求出方程的解 
的方法就称为逐步通近法.由 （3. 4) 确定的函数 《 p n (aO 称为初值 
问题 (3. 1)、 （3. 3) 的第》次近似解.在定理的假设条件下，以上的 
步骤是可以实现的.下面我们分五个命题来证明定理. 

命题1设$ =炉(；0是方程 (3.1) 的定义于区间 ^ O < x < a ? 0 + A . 


上，满足初始条件 


<p(x Q )~y 0 


(3.3) 


的解，则 g = 是积分方程 

y = yo + f f(x ， y)dx 

J Xn 
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欠 0 « 怎 0 +办 


(3.5) 



的走义千上的连续解.反之亦然. 
证明 因为 y = 是方程 (3. 1) 的解，故有 


d9> j x ^ =f(x, <p(x)) 
ax 

两边从心到^取定积分得到 

fx 

< p ( x )~< p ( x 0 )= f { x , < p ( x))dx x Q +h 

J X 9 

把 (3. 3) 代入 上式，即有 

9?(a:) = y 0 + f /(a：, p(z))dx x 0 <x<ar 0 +A 

J 

因此，夕=炉0)是 (3. 5) 的定义于 Xo ^ x^Xo + h 上的连 续解. 

反之，如果 y = T(o：) 是 (3. 5) 的连续解，则有 

Cx 

< p ( x ) = yo ^' f ( x , < p ( x))dz x 0 ^ x ^ Xq +h (3.6) 


微分之，得到 


又把 a： 二 A 代入 (3. 6)， 得到 

妒(怎0)=穸0 

因此，是方程 (3. 1) 的定义于 ar a <;r<;r Q +A 上，且满足初 
始条件 (3. 3) 的解.命题1证毕. 

现在取抑(幻二心，构造皮卡逐步逼近函数序列 如下： 

(^o(^) =y 。 

(< p n ( x ")= yo + f ( i , +h (3’ 7) 

J X a 

(w 二 1，2,…） 

I 

命题 2 对于所有的 w，（3. 7) 中函数 pJaO 在 x 0 <a?<a：o+A 

4 

上有定义、连续且满足不等式 

I 炉 b O )—2Tol<& (3. 8) 
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证明当 n = l 时，炉 1($) 二 yo+f /( I ， yo ) di m 显然炉1(疋) 




在 Xo ^ x^Xo + h 上有定义、连续且有 


\< PM ~ y 0 \ 


r /(i, 2^0 )^i I <r i/(i, y 0 \di 

J \ J X 9 


— XoXAIh^b 


即命题 2 当 B =1 时成立.现在我们用数学归纳法证明对于任何 
正整数1命题2都成立.为此，设命题2当 《 = A 时成立，也即 
9^($) 在 a ; 0 ^ a :^ a ? o + A 上有定义、连续且满足不等式 

l < pM — yo\<b 


这时， 

<Pk^i( x )=yo+\ /(!， <Pk(i))di 

J 

由假设，命题 2 当 b = 时成立，知道炉* + 1 (工)在 «o<a?<^o+^± 
有定义、连续且有 

\<P le+ M~yo\<[ S 1 /( 1 , 

ft • 

即命题 2 当《二& + 1 时也成立.由数学归纳法得知命题 2 对于所 
有《均成立.命题 2 证毕. 

命题 3 函数序列( 9 ?»(工)}在 a? 0 <^Oo + A 上是一致收 敛的. 
证明我们考虑级数 


0O 

炉0(怎〉+ [炉4(工）一 1( 工）] ^0 (3. 9) 

1 

它的部分和为 


炉 0( 工〉+ 〉 1 [%(工）一 ^ Plc - 1( 工）] = 炉》»(工〉 

Jb = 1 

因此，要证明函数序列 {PnOO} 在 aco<*<^o + A 上一致收敛，只须 
证明级数 （3. 9) 在上一致收敛.为此，我们进行如 
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下的估计.由 (3. 7) 有 

I 炉 i( 工 ）一 炉。 ( 工 ） I < 1/(! ， y^od)) I — Xq) (3. 10) 

及 


\< P 2 ( X )-< Px ( X )\<\ 

J x m 


1/(1? 炉1(!))一/(!，炉0(荃 ））I 忒! 


利用利普希茨条件及 (3. 10)，得到 

I I ^ f I \di 

J X ， 

^ 3T ■ * 


设对于正整数?1，不等式 

MT n ~ l 

\<Pn(^)~<Pn^M\< ——:— (X-X 0 ) n 

n\ 

成立，则由利普希茨条件，当 X 0 ^ x^ 0 +h 时，有 

( Pn ^ l ( X )~ ( PnC X ) I 1/(!，炉 n ( D ) — /( I ，队 I 從 


^ I |^„(|)— |( Z | 

J T 0 


<^~f (l — ^o ) n di^= —a: 0 ) n +1 

n\ ) x% (w + 1 )! 

于是，由数学归纳法得知，对于所有的正整数&，有如下的估计 

JlfT h -1 

1?^0) — 9^ 、 1( 工） 1<^ ：； —0— 工 0)* x 0 ^x^Xo +h (3. 11) 

fcl 

从 而可知，当 ar 0 <： r < a : 0 + A 时 

\ <p k {x) — cp k ^ \ ^M^-—h h (3. 12) 

(3. 12) 的右端是正项收敛级数 


h k 

2搬―备 
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的一般项，由维尔斯特拉斯 (Weierstrass) 判别法（简称维氏判别 
法 ) ，级数 (3. 9) 在 sc Q ^x^x 0 -\-k 上一致收敛，因而序列⑼ „( 工)}也 
在 X 0 ^x^3c 0 + h 上一致收敛 . 命题 3 证毕 . 

现设 

lim(p n (x) = (p(x) 

71 - 

则炉 O) 也在 x 0 ^x^XQ-^h 上连续，且由 （ 3. 8) 又可知 

命题 4 ?>(>) 是积分方程 (3. 5) 的定义于 Xo<x^Xo-hh 上的 

连续解 . 

证明 由利普希茨条件 

|/(z, <p n (x))~f(x, (p{x)) I <L I <p n (x)—<p(x) I 

以及 {PnO) 在上一致收敛于史 O ), 即知序列 

在 ; * 上一致收敛于 /o, <K_r)). 因而，对 (3. 7 ) 两边 
取极限，得到 

lim^ K (^) = ^0 + limf /(!， 

n—oo n-^oo J x 0 

J x # n-^o° 

即 

(p(x) = y 0 + /(I, <p(i))di 

这就是说，炉 00 是积分方程 (3. 5 ) 的定义于上的连 
续解 . 命题 4 证毕 . 

■ 

命题 5 设 〆$) 是积分方程 (3. 5) 的定义于 1 A 上 
的一个连续解，则 a ： 0 <z<a： 0 + A 

证明 我们首先证明扒幻也是序列 {hG )} 的一致收敛极限 
函数 . 为此，从 
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<Po ( 工 ） = 汉 0 


(p n (x) = y 0 ^[ /(|， (fn(Od 套 (n>l) 

J a;. 


tp(j：) = y 0 

我们可以进行如下的估计 






I 炉0(工） 一 少(工 ) | ^ [ 1/( 左，於（《）） I (ar —怎0) 

J :• 

k 1 u )-^) i<r i /( i , <Poa))-m,Hi))\di 

J X 9 


<L 


J 


^ ml\ x a ~ x 0 )di 


l = Kk ( x - Xo ) 2 


n/ r n -i 

现设 I — U — 心 ） rt ， 则有 

Tt 1 


1炉》0)— 切 o)i< 






<L 


\ X \<Pn 

J x 9 


(!) 一 0 ( 1)1 私 




= (~Syr ( "° )n+1 

故由数学归纳法得知，对于所有的正整数有下面的估计式 


/! / T n 

I 炉 “ 工〉 —I ” - X 0) n 


(3. 13) 


因此，在 Xo ^ x ^ x 0 + h 上有 


\ ( Pn ( X )~ 1 K ：£ )\ ^ 


ML n 

(n + 1) 


n + 1 


(3. 14) 



ML Yy [ h ^ 1 是收敛级数的公项，故 00 时■ 广 1 


0•因 
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而 {史/工)} 在上一致收敛于 0 O). 根据极限的唯 
—性，即得 

<p(x)=ip(x) jr 0 <ar<ar 0 + ft 

命题5证毕. 

综合命题1 一 5,即得到存在唯一性定理的证明. 



图 （3.1) 

附注1 存在唯一性定理中数 A 的几何意义(参看图 (3. 1)): 
这里 A = 定理证明方程 (3.1) 的过点(心，％)的积分曲线夕= 

L 

9>00在 E 间 k 一 々上确定.因为积分曲线的切线斜率介于 
直线和的斜率 if 与 一 之间.所以，当时, 
积分曲线上的点 O, ㈣ >)) 的纵坐标满足不等式 * 

\q?(x)~<p(x 0 ) | = |<p(x) — ^ 0 | —a； 0 | 

也就是说，积分曲线弧夹在域 RPCS 及 SPC 的内部，当然，也就 
不超出矩形亿命题2中所有函数 y 二 < p n ( x ) 都可在 x Q ^ x^Xo + h 
上确定，它的图形都夹在域 BPC 的内部，自然，它的极限图形即积 
分曲线汉=炉00也不超出域 BPC 的范围. 

附注 2 由于利普希茨条件比较难于检验，常用 /U， 30 在及 

上有对沒的连续偏导数来代替.事实上，如果在及上^存在且连 
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续，则^在丑上有界.设在及上这时 

i/U, A) — /Or, 的 ）I = | 3/(3? ，， 2+ |^ 「沒 2)) | \y^-y 2 \ 

<厶 I 穸1 一穸 2I 

这里 Cr ， yi )，0 r ， y 2 ) e /?， O <0<1. 但反过来满足利普希茨条件的 
函数 /(A W 不一定有偏导数存在.例如，函数在任 
何区域都满足利普希茨条件，但它在 y = 0 处没有导数. 

附注3 设方程 (3. 1) 是线性的，即方程为 

^. = P ( x ) y-i Q ( x ) (2.28) 


那么容易知道，当在区间 0 , 幻上为 连续时:定理1的 
条件就能满足. 


不仅如此，这时由任一初值 O 。， 如)，3^[0£，沒]所确定的解在 
整个区间[«，沒]上都有定义. 


事实上，对于一般方程(3.1)，由初始值所确定的解只能定义 
在 | ar - a ^ 上，这是因为在构造逐步逼近函数序列 {〜<>)} 时， 
要求它不越出原来的矩形区域足而现在，右端函数对没有任 
何限制，为了证明我们的结论，譬如取 max \ P { x ) y ^ 


GOOI , 而逐字重复定理的证明过程，即可证由 （3. 7) 所作出的函数 
序列 (9^00) 在整个区间[«，々]上都有定义和一致收敛， 


2) 现在考虑一 gfr 隐方程 


F(x, y, y f )=0 ( 3 . 15 ) 

根据隐函数存在定理， 若千 ( Xo , 如，0的某一领域内 P 连续 

O P 

丑 F ( ar 0 ， y 0 , / 0 ) = 0、而^尹0,则必可把 〆 唯一地表为怎，汉的函 

数 


y) 


(3.16) 
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并且 f(t y ) 于（心，如)的某一邻域内连续,且满足 

y’o =/ Uo , 妁） 

更进一步，如果 ，关于 所有变元存在连续偏导数，则/<>,贫) 
对:也存在连续偏导数，并且 


a 


9F 


/9F 

/W 


(3. 17) 


显然它是有界的.于是依定理1，方程 (3. 16) 满足初始条件 K ^ o ) 

= 的解存在且唯一，即方程 (3. 15) 的过点 0 r ft ， 如)且切线斜率为 

y f o 的积分曲线存在且唯一①、这样便得到下面的定理. 

定理2 如果在点 0 r D , %, % ) 的某一邻 域中： 

1°尸(2：，2,20对所有变元0,#,/)连续，且存在连续偏导数; 
2° F ( x 0i y 0 , y r 0 ) = 0 

3 。 dF ( x o ， y 〜 /o) 

办’ 

则方程 (3. 15) 存在唯一解 




y ( x ) \ x - Xol^h (h 为足够小的正数) 


满足初始条件 


y(x 0 )^p 0 , 


y (*^ o ) ~ y ^ 


(3. 18) 


3. L 2 近似计算和误差估计 

存在唯一性定理不仅肯定了解的存在唯一性，并且在证明中 
所采用的逐步逼近法在实用上也是求方程近似解的一种方法.在 
估计式 （3. 14) 中令 ip ( x ) = ( p ( x ), 我们就得到第 w 次近似解 < p n { x ) 

和真正解 PO ) 在区间内的误差估计式 


①这里关于解的存在唯一性是这样理解的：对任意给定的一组值 ( mW )， 

方程 (3. 1 5 )的沿已给方向 W 通过点 U 。, 和）的积分曲线有旦只有一 
条。 
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(3.19) 


这样，我们在进行近似计算时，可以根据误差的要求，选取适当的 
逐步逼近函数 

例1 方程 + f 定义在矩形域足 •一— 1<穿 

<1上，试利用存在唯一性定理确定经过点（0,0)的解的存在区 
间，并求在此区间上与真正解的误差不超过 0.05 的近似解的表 


达式. 


解 

nrT 


这里 max |/(ar ， y)j=2，ft 是 


b 


1 及 s 


■ — 

2 


二数中 


的最小者，故办=+，在丑上函数/(*，的利普希茨常 


数可取为1 = 2,因为 




\2y\^2 = L 


根据(3.19> 




ML 


(/I 十 1) 


M 1 

L(n 十 1)1 


(Lh) nJhl 


( ji + 1) 


<0.05 


因而可取《 = 3.事实上， 

作出如下的近似表达式 

<p 0 (x) = 0 


(» + l)l 4 i 


匕 = 1 1 

^ 24^20 


0.05. 我们可以 


= +史50*0]釭 


3 


X 


%⑷=尸切!⑷]如 



I— I 

3 63 


/ 
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炉 3 ⑷ 


0 


x 2 T <pt( X )^\dx 




2 • ar 2 丈 10 

■ itliN 


x / «6 

U 2 + 

a \ 


9 



189 1 3969 



3 


7 


11 


ar ar 2x 
3 ^ 63^2079 



X 


1& 


59535 


炉 3 00 就是所求的近似解.在区间一+上，这个解与真正 
解的误差不会起过 0.05, 


习题 3.1 



求方程砮 = 方+浐 


通过点(0, 0) 的第三次近似解 ，^ 


2 . 


求 方螬一 通过点⑽的第二次近 似解. 



3. 求初值问题 

^ c =x% ~ yl R： i ^ i<i 

( 〆 一1)=0 


的解的存在区间，并求第二次近似解.给出在解的存在区间的误差估计， 

4. 讨论方程 




在怎样的区域中满足解的存在唯一性定理的条件，并求通过点 (0, 0) 的 
一 切解. 

5. 叙述并用逐步逼近法证明关于一阶线性微分方程的解的存在唯一性 

定理. 

6. 证明格朗瓦耳 ( Gronwall ) 不 等式： 

设兀为非负常数, / U ) 和 ？ U ) 为在区间点上的连续非负函数，且 
满足不等式 

/(#)<£：+ \ }(s)g{s)d$ i 


则有 
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/(O<iCexpy j(s)dsl 

并由此证明定理 1 的命题 5. 

7. 假设函数 fO , 妁于(％， y D ) 的邻域内是 y 的不增函数，试证方程 
(3.1) 满足条件 y ( x 0 )^= y 0 的解于: r >； r 。 一侧最多只有一个. 

8. 如果函数 / Or , 幻于带域上连续且关于 g 满足利普希茨条 
伴，则方程 (3. 1) 满足条件的解于整个区间 [ a , 灼上存在且唯一, 
试证明之. 

(提 示： 用逐步逼近法，取 i / = max |/0 r ， y<) )|.> 

x e j 

9. 设 / Or ) 定义于~000< + 0^，满足条件 

SM \ \x x ~x z \ 

其中 W <1， 证明方程 

x=f(x) 

存在唯一的一个解. 

(提 示： 任取而，作逐步逼近点列 A + 1 =/ Or ft )， n =0， l ，2, …， 然后 
证明心 收敛于方程的唯一解 .） 

10. 给定积分方程 

屮 (x)=/(x) + A \ b K(x, i)<p(t)di (砀 

^ a 

其中 / O ) 是 i >，&] 上的已知连续函数， iT ( ar , 幻是 o <^<6 上的巳知 
连续函数.证明当 | A | 足够小时 （ A 是常数)， （*) 在 [>, 6] 上存在唯一的连 
续解. 

(提 示： 作逐步逼近函数序列 

* Pa ( x ) — fix ) 

弘 》 +l 0r)=/(a0+A i)<p n (i)di «=0,1, 2—) 

J a 

% 

p 

§3.2 解的延拓 

§3.1 中解的存在唯一性定理是局部性的，它只肯定了解至少 
在区间 < A , A 二 min(V ^ 上存在.可能出现这样的情况, 

即随着 / U , 20定义区域的增大，我们能肯定的解存在的区间反而 
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缩小.例如， 3.1. 2中的例1，当定义区 域为及 一 1< 

麥<1时 ， A = 当定义区域为/?: — 2<怎<2, 一2< y <2 时，淤= 

8, A = min ( z , *-) = -. 这种局部性使我们感到非常不满意，而且 

实践上 也要求解的存在區间能尽量扩大，解的延拓的概念就自然 
产生了.下面讨论解的延拓的概念，通过它我们可以将 §3. 1中存 
在唯一性定理中的局部结果变为适用于较大的范围. 

假设方程 (3.1) 右端函数 f { x , y ) 在某一区域 G 内连续，且关 
于夕满足局部的利普希茨条件，即对于区域 G 内的每一点，有以其 
为中心的完全含于 G 内的闭矩形存在，在 JS 上八*， y ) 关于3/满 
足利普希茨条件（对于不同的点，域 B 的大小和常数 Z 可能不同). 

设方程 (3.1) 的解已定义在区间—糾 < 々上， 现在 
取 arj = a 7 0 + A , 然后以 ( a ?!, A ) 为中心，（这里(4, 2^) 即图 （3. 2) 中的 



仏点，％=中(々+幻)作一小的矩形，使它连同其边界都含在区域 G 
的内部.再运用 §3.1 中的存在唯一性定理，知道存在心>0,使 
得在区间 I x 一 a?j | 上，方程 (3.1) 有过(怎 1， yi ) 抱解 y = 访(工)，且 
在^=2^处有於由于唯一性，显然在解穿 = 於(工)和 
解穸 =炉 ( jc ) 都有定义的区间々一心上， i >(, x )~< p ( x ) n 但 

是在区间上，解 3 T = #0) 仍有定义，我们把它看成 
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: fe 原来食义在区上的解向右方的延拓，这 
样，我们就在区间 o 。一 &心+力 +1] 上确定方程的一个解 

{(p{x)^ Xo — h^x^x 0 -{-n 

y~ \ 

( 垆 ( 工）， av+AcCa^aro + U! 

即将解延拓到较大的区间 a: D — A < ar < ar a + A + Ai 上.再令 x 2 = ar , 
+ h u y 「 ij )( x 1 + k l )， 如果我们又可以取 (> 2 , A ) 为中 
心，作一小矩形，使 G 连同其边界都含在区域 G 内.仿前,又可以 
将解延拓到更大的区间 a ：。一+ + A + 上，其 

中心是某一个正常数.对于^值减小的一边可以同样讨论，使解 
向左方延拓.用几何的语言来说，上述解的延拓，就是在原来的积 
分曲线 y = 9^>) 左右两端各接上一个积分曲线段(参看图 （3* 2)). 
上述解的延拓的办法还可继续进行，最后我们将得到一个解汉== 
步0)，它已经再也不能向左右方继续延拓了，这样的解称为方程 

(3.1) 的饱和解.任一饱和解 y = 的最大存在区间必定是一 

个开区间 as <； r < 炙因为如果这个区间的右端是闭的，那么泠便 
是有限数，且点(見河 #))6(?. 这样一来，解 ST = ^>) 就还能继续 
向右方延拓，从而它是非饱和的.对左端点 a 可同样讨论.我们 
要问，究竟解向两边延拓的最终情况如何呢？这 一 问题可 
以由下面的解的延拓定理来回答. 

现在我们不加证明地引进下面的定理. 

解的延拓定理如果方程 (3.1) 右端的函数 / O , y ) 在有界区 
威 G 中连续，且在 G 内关于 y 满足局部的利普希茨条件，那末方程 

(3.1) 的通过 G 内任何一点 O 。， W ) 的解女= 9^)可以延拓，直到点 
O , 炉 00) 任意接近区域 G 的边界.以向$增大的一方的延拓来 
说，如果$ =炉(工)只能延拓到区间上，则当时， 
( X ，史 O )) 趋于区域 G 的边界. 

推论如果 G 是无界区域，在上面解的延拓定理的条件下，方 
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程 a 1) 的通过点 O 0 , y 0 ) 的解 y =?>0 r ) 可以延拓，以向; r 增大的一 
方的延拓来说，有下面的两种 情况： * 

( 1 ) 解 y = 可以延拓到区间 l >。，+ oo ); 

或 

(2) 解 y = 只可以延拓到区间其中 m 为有限数， 

则当 a ：— m 时,或者3^炉00无界，或者点 U ，9^0)) 趋于区域 G 的 

边界 • 

例1 讨论方程 g = 的分别通过点(0, 0)、 （〗 n 2, 一3) 的 


解的存在区间. 

解此方程右端函数确定在整个0^平面上且满足解的存在 
唯一性定理及解的延拓定理的条件.容易确定此方程的通解为汉= 
(l + ceq/U — ce *) •故通过点 （0,0) 的解为 y = ( l —#)/( l + e *), 

这个解的存在区间为一 oo < z < + oo . 通过点 ( ln 2, 一 3) 的解为 
汉=(1+#)/(1 — e 37 ), 这个解的存在区间为 0< ar < + oo (参看图 
(3. 3)). 注意，通过点 （ ln 2, 一3) 的解 y-d + e ^/ Cl - e ") 向右方 
可以延拓到+ oo , 但对于 or 减少的一方来说，向左方只能延拓到0, 



2 
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因为当 0+ 时， ^-60. 这相当于解的延拓定理推论中 (2 )fe 
第一种情况. 

例2 讨论方程学 = 1 + 1 x 12： 满足条件 y ( l ) = 0 的解的存在 


区间. 

解方程右端函数于右半平面^>0上定义且满足解的延拓 
定理的条件.这里区域 G (右半平面）是无界开域> y 轴是它的边 
界.容易求得问题的解 = 它于区间 0< a :< + oo 上定义、连 

续且当 z—O 时 y ->0, 即所求问题的解向右方可以延拓到+ 00 ,但 
向左方只能延拓到0,且当时积分曲线上的点 ( a :, 20趋向于 
区域 G 的边界上的点，这对应于延拓定理推论中 （2) 的第二种 
情况. 

最后我们指出，应用上述定理推论的结果不难 证明: 如果函数 

/ O , y ) 于整个砂平面上定义、连续和有界，同时存在关于 y 的一 

阶连续偏导数，则方程 (3.1) 的任一解均可以延拓到区间 _ oo<ir 
< + oo. 


§3.3 解对初值的连续性和可微性定理 


在§ 3_ 1存在唯一性定理的证明中，我们把初值(々，％)看作 
固定的.显然，假如(^，％)变动，则相应的初值问题的解也将随之 


变动，也就是说，初值问题的解不单依赖于自变量 


同时也依赖 


于初值 (^，心)， 因此，在考虑初值变动时，解可以看作三个变元的 


函数而记为 


t/ = <p(x, x 0 , y 0 ) 


它满足 yo = < pOo ， a ： 0 ， y 0 ), 

下面我们着重讨论解关于初值的一些基本性质. 


解关于 初值的对称性设方程(3_1)的满足初始条件 〆 ％) = 

* • 



Vo 的解是唯一的 ，记为 y = 汉。)，则在此表达式中， ( x ， y ) 与 

(a：o, %)可以调换其相对位置，即在解的存在范围内成立着关系式 

y 0 = <p(x 0t x ， y) 

事实上，在上述解的存在区间内任取一值心且记 y ^( p { x u 
«o, Vo ), 则由解的唯一性知过点($1， h) 的解与过点 O。，W) 的解是 
同一条积分曲线，即此解也可写为 

并且，显然有3^0 — V 1). 注意到点 (Ui) 是积分曲线上任 

意一点，因此关系式 a y) 对该积分曲线上的任意点 (a 
20均成立，这就证实了我们的论断. 

解对初值的连续依赖性 方程 


dsc 


~y 


满足初始条件^ C^o) ~ Vq 的解$ = Vae 1 明显地是自变量^和初 
值.?/0的三元函数，并且关于 A 如是连续和可微的.下面我 
们将从理论上来论证这一事实. 

首先我们证明下面的引理. 

引理如果函数 / U, 20于某域内连续，且关于#满足利普 
希茨条件（利普希茨常数为1)，则对方程 （3.1) 的任意两个解 
供00及 0O)， 在它们公共存在的区间内成立着不等式 


I 史 00 — 000 1 < I <p{x,)~i>{^)\ e 川 U (3. 20) 

其中 a 为所考虑区间内的某一值. 

证明设9^>),0(幻于区间上均有定义，令 


V(x)^ [ 史 o) — 0O)] 2 , a^x^b 

则 

工 ）= 2[>( 怎）一 〆 工 )] [/(z ， <p) — f(x ， ^)]<2LF(x) 

于是 
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4^( V ( x ) e - 2L ^)^0 

ax 

因此 ，对 a ： oe [ a , &]， 有 

「 (•r)<I/O 0 )e 2i d»> ， x«b 

对于区间 o < a :^ o , 令 一 ar = i , 并记一〜二心则方程 (3. 1) 变 
为 

餐 —f( — t ， y) 

并且已知它有解 炉 （一 名）和 y =於 （一 艺）. 

类似上述推演过程，令 cr(t)=^^(~~t) + 0( — 0] 2 > 可得 

0*( O ^<7 ( ^ 0 )® 27 ^ * <0 \ to^t^： 一 0 

注意到 0 -( 0 丨 < = i = FCr ) 及 cr (^ 0 ) ^V(x 0 ), 就有 

7(^XK(a; 0 )e 2Z,<,c# ~ :t) , a^a;^iPo 

因此 

V(x)~V(xq)q 2LIx ~ x ^ 7 a^x^b, a^XQ^b 

两边取平方根即得 （3. 20). 

解对初值的连续依赖定理 假设 / Oc ， 約于域 C ? 内连 续且关 
于汉满足局部利普希茨条件， O 0 , y 0 )6 G ， 夕 = 9>( ar , ； r 0 ， y 0 ) 是方程 
(3. 1) 的满足初始条件 y(x 0 )=y 0 的解，它于区间 a^x^b 上有定 
SC«x 0 (b), 那末，对任意给定的 e>0, 必能找到正数 d = S(e t 
a ，6), 使得当 

(无 o - a ： o ) 2 + ( 歹 o — 如) 2 <«5 2 

时， 方程 (3.1) 的满足条件的解％) 在区间 
a^z^b 上也有定义,并且 

i 炉（无，无0, $0)— 炉（》，怎0, 2/0) i < e , 

(参 看图 (3. 4))， 

证明 首先，注意到积分曲线段汉:夕=免0， x Q , 衫心三 <p(x\ 
是邛平面上一个有界闭集，又按假定对沒上每一点 ( a ;， y ) 
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图 （3,4) 

必存在一个以它为中心的开圆 C 7, C ( ZG ， 使在其内函数 /(a y ) 关于 
2 T 满足利普希茨条件.因此，根据有限覆盖定理，可以找到有限个 
具有这种性质的圆 = 2 ，…， 汉)，并且它们的全体覆盖了整 
个积分曲线段叉设 h 为圆 G 的半径, A 表 fix , yY ^ CU 内的相 

应的利普希茨常数.令沒= 0 G ， 则有 ScJkzGiG 的边界与 

S 的距离 P >0. 对预先给定的0>0,若取 

77 = min(e, /o/2) 及 L = max(ii , …， L N 、， 

则以汐上每一点为中心，以 V 为半径的圆的全体,连同它们的圆周 
一起构成包含沒的有界闭域 Z ) C ： G ， 且 / o , 2 T ) 在上关于 y 满足 
利普希茨条件，利普希茨常数为 L . 

其次，我们断言，必存在这样的正数使 
得只要办，如满足不等式 

(无 o — x 0 ) 2 + (歹 。一 穸0) 2 <3 2 

则解穿=沪(*,办，罗0)=汾($)必然在区间上也有定义. 

事实上，由于 i ? 是一个有界闭域，且 /0, 20于其内关于 y 满 
足利普希茨条件，由上面延拓定理知道，解必能延 

拓到区域厶的边界上.设它在 P 的边界上的点为 ( C ， 於 ( C )) 和 K 
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f W ) ， c < d ， 这时必然有 c<a, d ^ b m 因为否则设 c > a , d<6, 则 
由引理就有 

Iv»(^) —<p(^)|<| ^(^o) —<p(«o)|e iIa?_7#, , c^x^d 

注意到叫 >) 的连续性，对 = 必有5 2 >0存在， 

使当 | x — x 0 \ < 62 时有 1 炉 O ) —史 Oo)I < A . 取 dsmind < 5 2 )，则 
当（％ — 〜) 2 + (如 一 ％) 2 << 5 2 时就有 

I 垆⑷一屮⑺ 1 2 < I 0⑹一炉 Oo ) 1 2 C 2Llx '^^ 

<( I 垆(龙 0 ) — 炉(怎0) I + I ^( x 0 )-9?(^ o)l ) 2 e 2i|a? -H 
<2( I 於 (宏 0 ) — 炉0。)| 2 + I 炉(怎0) —炉(龙 0 ) 1 2 ) c ZLix ~^^ 

<2(|^— y 0 | 2 + <5?) e 2i ( 6 - a > 

<4(5? e 2i(6 - a) = 7/ 2 , (3. 21) 

于是 40) — POO 丨对一切 ^ e[c, «成立，特别地有 

| 於 （ c ) 一 < p ( c ) 丨 <??， \^}( d ) — ( p ( d )\< rj , 

即点 (c，0(c)) 及(尤 0U)) 均落在域2?的内部，而不可能位于 D 的 
边界上.这与假设矛盾，因此，解0(功在区间1>， &] 上有定义. 

在不等式 (3. 21) 中将区间[>，幻换成|>，&]，可知，当) 2 
+ (如一如) 2 <&时就有 

I 史0,无0,歹0) — 妒（疋，怎0,汉 0) I 0< X <^ 

这正是所要证的结论. 

附注当把解炉 O，％， 如)视为自变量$和初值(％， #0) 的三 
元函数时,从上述定理可以推知它是三元连续函数.事实上， 认 X , 
A， ％)对尤在闭区间0, &] 上连续，因而对任给 e >0 必能找到心> 
0使得当 | ^― a;| <^i 时有 

I<p(x, a?o, y 0 ) — qp(x, x 0 , y^)\ < 音， x, a ： G[o, b\ 

另一方面，由解对初值的连续依赖定理，总存在这样的^2>0,使当 
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(无。 — 怎。) 2 + ( 歹。一汉。) 2 <<5!时有 

I 史(怎，怎。，如） 一 90, $0,麥0) I <音， ar ^[ a , 6] 

取3 = 1^11(礼屯)，则只要(无 一 怎) 2 + 0。一心) 2 +(歹 0 —妁 ) 2 <朽就 

有 

I 炉(无，《0,歹0)—史 O , 3?0,女0) 1 

<1炉（无，龙0,罗 0) — 炉（无，怎0,穸0) I + 1炉（患，怎0,穿 0) —炉(怎，怎0, 2 To ) I 



这说明 PO , ％，％)在 ( ar ， ％， y 。) 连续. 

对于任一(％， y 0 )eo , 由解的存在唯一性定理及解的延拓定理 
得知,存在 aOr fl ， y 。)，/?^，％) 使得 (3.1) 有饱和解 y^(p{x, 3?。，夕。） 
定义于 cc ( ar 。, y 0 )< a ?< y 8 O 0 ， y 0 ) 上.令 

V-iix^o, 3 fo)l a ( a :。， y 。） <x<fi(x o ,p 0 ) t ( a : 0 , ^ 0 )^> 

这时，解 y = L ) 作为三元函数存在于 f 上，我们可以推 

得 y=^<p{x t x 0i y 0 ) 在 P 上是连续的. 

事实上，任给(宏，宏0, Vo)^V, 解 y==(p(x，t， 歹。)作为 a ; 的函数， 
它的最大存在区间必会包含私.所以存在闭区间使 
得炉 o , 宠0,歹 0 )在其上有定义，其中0<无,办 <6. 由附注即知 
x 0 , y 。) 在(无， Jo , %)连续.再注意到(宏，知, h)ev 的任意性，我们可 
将解对初值的依赖关系用下面定理来表述. 

解对初值的连续性定理 若函数 / o ， w 在区域 G 内连续，且 
关于穿满足局部利普希茨条件，则方程 (3.1) 的解 y=^<p{x y ar 0 , sro ) 
作为 ar , a ;。， ％的函数在它的存在范围内是连续的. 

我们还可以讨论含有参数义的微分方程 

• 戊 1 ), 

用 A 表 示域： 
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O x \ { x , y ) eG , a < X <0 

设 ；l) 在仏 内连续，且在仏内一致地关于 y 满足局部 
的利普希茨条件，也就是说，对^内的每一点 U ， 都存在以 
(工，％幻为中心的球 caG M 使得对任何 u, 力, a ), 0,心， >a)ec, 成 
立不等式 

1 /( 怎，汉1， 2) _ /(怎，夕2,川 心1 

其中 i 是与; i 无芜的正数.由解的存在唯一性定理，对每一 > a 0 e 
(05,办)，方程 (3. 的通过点 u 。， ^ 0 的解就唯一确定.我们把 

这个解记为2^ =炉!>，*。,如，2。)，于是就有妁= 9^。,3^,抑，2。). 
类似地，我们可以得到下面的 结果： 

解对初值和参数的连续依赖定理设 /Or, 幻在 A 内连 
续, 且在仏 内关于# 一致地满足局部的利普希茨条件，（如， 2T。，A) 
6 Gx，y = ( p ( x ， x Q , y 0 , 2。)是方程 (3.1) A 通过点(抑，如)的解，在区间 
a<ar <& 上有定义，其中那末，对任意给定的 e>0， 可 
以找到正数 <3 = <5(e,a,6), 使得当 

(龙 0— 怎0) 2 + ( 穸0 — 穸0) 2 + (A — 

时，方程 (3. lh 通过点(无0,歹 0) 的解穿=炉0,无 0 ,歹 0 , 4) 在区间 a^x 
<6 上也有 定义，并且 

I 屮（怎，忠0,心， A )— 史0,疋0,妁，乂 0) I <€， o < a :<6 

解对初值和参数的连续性定理 设 /0， y ， A ) 在仏内 连续， 
且在仏 内关于 2( —致地满足局部的利普希茨条件，则方程 (3.1), 
的解穿==史0，^2^，2)作为％0：。， y 0 ) A 的函数在它们存在范围内 
是连续的. 

解对初值的可微性进一步，我们讨论解对初值的可微性，即 
解汉=炉(3：，3： 0 ，夕 0 )关于初值 x Qf y 0 的偏导数的存在性和连续性.我 
们有如下定理. 

解对初值的可微性定理若函数 /U, y ) 以及 g 都在区域 （? 
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内连续，则方程 （3.1) 的解 y = W ) 作为 A 心，妁的函数在仓 

的存在范围内是连续可微的. 

证明由^在区域 G 内连续，推知 /( a ;， 2^)在(？ 内关于 y 满足 

局部利普希茨条件.因此，在定理的条件下，解对初值的连续性定 
理成立，即 

y = (p(x, ?/o) 

在它的存在范围内关于 A 心，…是连续的.下面进一步证明对子 


函数95($，心，夕。）的存在范围内任一点偏导数 
连续. 


d(p 9 q? dq> 

ox 5 dx^ dy Q 


存在且 


先证# 存在且连续. 

设由初值 Oo，yo) 和(怎0 + & 0 ， yo)(|Aa?ol<a，a 为足够小正 
数)①所确定的方程的解分别为 

y = <p(x, x 0 , 夕 0 )三炉和 y:<pix ， x 0 + Axo, 穸 0 )三访 

即 


if — 


于是 


fx fa? 

夕 0 + f(x ， (p)ds; 和 f = t/o + 

J X 0 J X 


/O, ijj)dx 


Xq + ti Xq 


i>-<p 



rx 

/(a: ， f{x, <p)dx 




疋 0 




x 0 ^- Ax 0 


^ o 


/ O , ip)dx 



x rd ( lP - qp )) 


^0 




(ip — <p)dx 


其中 O <0<1. 注意到 g 及少， 0 的连续性，我们有 


① 这保证了少和少同在 某一区 间上奋定义，且当 △抑 #0时 ipK 显然当 

△灼二0时有咎三屮 • 
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之 /( 尤， <p+6(i>—<p)) — 2/($ ，炉）丄 ^ 

—---~ —^ 丁 /1 

c y 、 

这里 n 具有 性质： 当 △ x Q -> o 时 n — 0,且当△々= 0时^ = 0.类 


似他.有 


ra : 0 ^^^ 


Aar 0 J 


o 


fix, i))dx~—f(x Q , y 0 )+r^ 


X 


0 


其中 r 2 与 n 具有相同性质，因此对弇0有 


ij ) — (p 

Aa： 0 


[ 一 /Oo, V 0) + ^2] 






怎 0 


晦蛀+ n 
<^y 


^— (p 

Axq 


dx 


即 


z 


— 呛一 9 

bxZtx 


是初值问题 


dz 

■ ■ 1 

dx 


3/0, y > 


+『】 


z 


2l(Xo) — ^ yQ) + r2 = 之 0 


(3. 22) 


的解,在这里 A ^ ro ^ O 被看成参数，显然，当 Aar c = 0 时上述初值问 
题仍然有解.根据解对初值和 t •数的连续性定理，知■是％ 


△心的连续函数. 从而存在 


ll?I M 


厶 a; 0 


3 <p 


而#是初值问题 

cfXn 


dz df(x, ©) 


dx 


z 


y 


z ( x 0 ) = — f ( x 0 , ^ 0 ) 


的解，不难求得 
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dx 


0 


一 /(无0, yo)exp ( 


rx 


<P) 


怎 o 





显然它是27,❿， W 的连续函数. 

同样可证^■存在且连续. 

办0 

事实上，设 y = 9 ?(ar ，： f 0 ， y 0 + ^o) 三 ! S 为初值(疋 0 ， Vo + ^ 0 ) 




( 所确定的解.类似上述的推演可证^^是初值问题 




0 


dz 

- 

dx 
z ( x 0 ) 


+r 

3y 


3 


Z 


的解.因而 




^0 


办(怎， y ) 



Tz 



其中 r 3 具有性质：当 Ay 0 —0 时 r 3 »>0, 且 △% = () 时 r 3 = 0 
故有 


« 


3^0 a/ o^o 


*o 


它是 AA ， 如的连续函数. 


至于的存在及连续性，只需注意到 y =( p ^ ^以)是方程 


的解，因而 



/(», <p{x, x Q , y Q )) 


由/及 < P 的连续性即直接推得结论. 


习题 3.3 

1. 假设函数: fOr, y) 在区域 G 内连续并满足局部利普希茨条件及 fOr ， 
0)=0; 又方程 (3.1) 的满足初始条件 2 KA)=y 。的解 y =3 KiP ， 而，於)对一切 
ar > A 有定义.试证下列说法是等价的： 
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(1) 任给^>0,可以找到正数 (5=<5(e，o:。)， 使当 

| yo |<^ 

时，对一切有 I 沒(疋，疋。， y u ) 丨 < e - 

(2) 任给 fi>0 及 x 0 >ar 0 , 存在正数 S^d(e, f 山使当 

\y{x Q , x 0 , ifo) |<<3 

时，对一切有 I y (尤，怎。，扒 ）I < e . 

2. 假设函数 f0r，30 及 I {都在区域 》 内连续，又 sr-^Or， 〜如）是方程 

(3. 1) 满足初始条件 < p ( xq } ^ o ) — 3^0的解，试■存在且连续，并写出其表 

达式. 

3. 假设函数尸⑷和分⑷于区间 [a，A] 上连续， y^<p{x, y ,) 是方程 

^=P(x)y+Q(x) 


的解，如=史0。，〜 h). 试求 g，g 及|$,并从解的表达式出发，利用对参 

数求导数的方法，检验所得结果. 

4. 给定方程 


dy 

da; 


sin 



试求 ^^ ， 气 当 Xo==h 时的表达式. 


§ 3.4 奇 解 


3.4.1 包络和奇解 

从§ 2. 4 例2中我们看到对某些微分方程，存在一条特殊的积分曲线， 
它并不属于这方程的积分曲线族.但是，在这条特殊的积分曲线上的每一点 
处,都有积分曲线族中的一条曲线和它在此点相切.在几何学上，这条特殊 
的积分曲线称为上述积分曲线族的包络.在微分方程里，这条特殊的积分曲 
线所对应的解称为方程的奇解. 

我们现在给出曲线族的包络的定义，并介绍它的求法. 

设给定单参数曲线族 


y, c) =0 


(3,23) 
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其中 C 是参数是 C 的连续可微函数.曲线族(3_ 23) 的包络 
是指这样的曲线，它本身并不包含在曲线族 (3.23) 中，但过这曲线的每一点, 
有曲线族 (3. 23) 中的一条曲线和它在这点相切. 

例如，单参数曲线族 


(o^—c) 2 + 汉 2 

(这里是常数， c 是参数）表示圆心为 ( c ,0) 而半径等于的一族圆，此曲 
线族显然有 包络： 

y = R y = — R 

(见图 （3, 5)). 




R 


T 


v ： 

JL 

•it 




图 （3.5) 


但是，一般的曲线族并不一定有包络，例如同心圆族，平行直线族都是没 
有包络的. 


由微分几何学可知，曲线族 (3. 23) 的包络包含在由下列二方程 


V, c) =0 

少 C (怎，？， C ) = 0 


(3, 24) 


消去 c 而得到 的曲线之中.此曲线称为 （3.23) 的判别曲线.必须注意， 
在 c - 判别曲线中有时除去包络外，还有其他曲线. c - 判别曲线中究竟哪一 
条是包络尚需实际检验. 


例 1求直线族 

seeos a+ysina — p = 0 (3.25) 

的 包络,这里《是参数， P 是常数. 

解将 (3.25) 对 ar 求导数，得到 • 

— o:sin a + y cos a : = 0 (3 # 26) 

为了从 (3. 25)，（3.26) 中消去 a ， 将 (3. 25) 移项，然后平方，有 

x 1 cos z a -\- y z sin 2 a + 2 xy cos a sina = ^ 2 (3* 27) 

将 (3. 26) 平方，又得 
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(3. 2d) 


sin ^ cos ~ 2xy cos a si n a 




将 （3. 27) 和 （3. 28) 相加，得到 


X 1J ry z 


(3.29) 


容易检验， （3. 29) 是直线族 (3.25) 的包 
络（见图 （3. 6)). 


例2求曲线族 
iy — c) 1 ——c) 3 


(3. 30) 


的包络. 



将 (3.30) 对 c 求导数，得到 


一 2 {y — c) * 3 — c) 2 = 0 


即 



— H — ■ ■ I 


{x — c) 


(3.31) 


图 （3.6) 


为了从 （3. 30) 及 （3. 31) 消去 c ， 将（3_ 31) 代入 （3. 30>，得 


{x — c) A — —c) 3 = 0 

O 


即 


(x — c) 3 (x — c) 


_ 21 
~Y 


从 ; c — c = 0 得到 


r I 



(3. 32) 


从 x 


0 得到 


¥ 


(3. 33) 




因此， c - 判别曲线包括两条曲线 （3. 32) 

和(3_33)，容易检验直线 g = 不是包 

络，而直线沒 = 是包络（见图（ 3 .7)). 

y 

我们现在引进奇解的槪念. 


图 （3.7) 


微分方程的某一个解称为 奇解， 如果在这个解的每一点上至少还有方程 
的另外一个解存在，也就是说奇解是这样的一个解，在它上面的每一点唯一 
性都不成立.或者说，奇解对应的曲线上每一点至少有方程的两条积分曲线 



逋过, 


从奇解的定义容易知道一阶微分方程的通解的包络（如果它存在的话) 
一定是奇解;反之，微分方程的奇解(若存在的话)也是微分方程的通解的包 
络.因而，为了求微分方程的奇解，可以先求出它的通解，然后求通解的包络. 

例如，我们为了求§ 2. 4例2的奇解，可以从通解 (2. 68) 出发，容易求出 
它的包络就是 y ^/4, 因而,就是方程的奇解. 

这里介绍另外一种求奇解的方法. 

由存在唯一性定理2知道，如果 F ( x ， y ， 〆 ）关于 or , 队 〆 连续可微，则只 


要^•关0就能保证解的唯一性，因此，奇解(存在的话）必须同时满足下列 
方程 




于是我们有下面结论: 
方程 


F (u ， ！) 


<3. 34) 


的奇解包含在由方程组® 


F(x, y, p) =0 


(3. 35) 


消去 p 而得到的曲线中，这里尸 (A ?，》） 是 HP 的连续可微函数*此曲线 
称为方程 (3. 3 4 )的 y - 判别曲线. 判别曲线是否是方程的奇解，尚需进一 
步验证. 

例 3求方程 + y 2 -l = 0 的奇解. 


解从 


jp 2 + y 2 —1 = 0 
2p — 0 


消去 a 得到判别曲线 


① 进一步可以证明，奇 解必须 同时适 合方程 r p ( x , y , P )=0 S ： 
<+1>朽=0,并且只有 当上列三个方程之一，例如后者， 是其 他两个方程的 结果时 ，奇 
解才有可能存在 .参阅 B.B. 史捷班诺夫著，卜元震 译《 微分方程教程> C 髙等教育出版 
社，1956 年合 订本第一版) 第三章. 
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容易验证，此两直线都是方程的奇解.因为容易求得原方程的通解为 


y=sin Or + c ) 

而士 1是微分方程的解,且正好是通解的包络. 
例 4求方程—的奇解. 

解从 


y=2xp — 
2x 一 2p = 0 


消去？，得到厂判别曲线 



但 & 不是方程的解，故此方程没有奇解， 

应该强调指出，上面介绍的两种方法，只是 提洪求 奇解的途径,所得 C - 判 
别曲线或判别曲线是不是奇解，必须进行检验. 

3- 4. 2克莱罗 ( Clairaut ) 方程 

形如 

y = zp + f ( p ) (3.36) 


的方程，称为克莱罗方程，这里 /( P ) 是 P 的连续可微函数. 

这是第二章 2.4. 1巳讨论过的方程类型，由于这类方程有一些特殊的性 
质，我们在此再作进一步地讨论. 


将 (3. 36) 两边对 o ; 取导数,并以 ^= p 代入，即得 


T 


dp +p+n P ) dp 


dx 


dx 


即 


尝 (W(?))=o 


如杲#=0,则得到 

dx 


将它代入(3_ 3 6)，得到 


p ~c 

2f = CX + f(c) 


(3. 37) 
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这里 c 是任意常数，这就是 (3. 36) 的通解. 

如果 z+f (20 =0,将它和 (3. 36) 合起来 

怎+尸 （ P ) =0 

y = xp + f ( p ) 


(3. 38) 


消去；?也得到方程的一个解.注意，求得此解的过程正好与从通解 (3. 37) 中 
求包络的手续一祥.可以验证，此解的确是通解的包络.由此，我们知道，克 
莱罗方程的通解是一直线族（在原方程中以 C 代多即得），此直线族的包络就 
是方程的奇解. 


例 5 求解方程 ㈣ 呤 

解 这是克莱罗方程，因而它的通解就是 


y 



从 


中扪去 C ， 得到奇解 



y 1 — 4x 

这方程的通解是直线族，而奇解是通解的包络（见图 （3. 8)), 
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(如图 （3. 9) 中的三角形 04 S ) 的面积都等于2。 
解 设所要求的曲线的切浅方程为 


依题意有 

而 

由上述三式消去 A &得 


或 



b dy 

• -- ^r ： --- * 

a dx 

(y~ x ^\ =— 4 字 

V dx ) dx 


y=x 


dy 

dx 



dy 




dx 


这是克莱罗方程，其通解为 

y = C\ x+2v —— Ci =2c 一 c 2 x 

这 M c = 为任意常数.易见此直线族的每一条直线都是满足题意 

的解.现在求曲线族的包絡，亦即微分方程的奇解.为此，从 

i y~2c — c % x 

1 — cx = 0 

中消去 e 得微分方程的奇解巧=1，这是等腰双曲线，显然它就是满足要求 
的曲线. 


习题3。4 

(一）解下列方程，并求奇解(如果存在的 话): 



3. y^x 


dy 

dx 



，并画出积分曲线图. 


4. y = 0 , 并画出积分曲线图. 

5. ⑵ 2 O 0 
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& <蠢) 1(塞/- 1== 。 

7 - 塞 ) a 

s . 怎(塞 y 〜 — a ) 2 = 0 , a 为常数* 

9. 9 = 2*+塞-+(塞) ， 

10.( 塞）+ (怎+1)塞-穸= 0 

(二） 求下列曲线族的包络，并绘出 图形： 

1 y -^ cx -^ c 2 

2 c z ff~i-cir 2 — 1—0 

3 (or 一 c) 2 + (y _ c) 1 —4 

4 (x — c) z +3f 2 —4c 

(三） 求一曲线，使它上面的每一点的切线截割坐标軸使两截距之和等 
于常数久 

(四） 试证： 就克莱罗方程来说 ，: ?- 判别曲线和方程通解的判别曲线 
同样是方程通解的包络，从而为方程的奇解. 


本章学习要点 

本章重点在于介绍和证明解的存在唯一性定理及解的一些基 
本性质.解的存在唯一性定理是微分方程理论中的基本定理，也 
是微分方程近似计算的前提和根据.解的延拓定理及解对初值的 
连续性和可微性定理掲示了微分方程解的重要性质.逐步逼近法 
是一个重要的分析方法，除本章运用它来证明存在唯一性定理外， 
今后还将继续应用,读者一定要熟悉和掌握这一证明方法.因此, 
理解有关定理的内容，掌握逐步逼近法，这是本章的基本要求. 

另外，本章还介绍了一阶微分方程奇解的概念和求奇解的两 
种方法.这些内容只要求一般了解就够了. 
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第四章高阶微分方程 

从第一章的一些实例中我们看到，在实际问题中除了前面讨 
论过的一阶微分方程外，还将遇到一些其他类型的非一阶的微分 
方程.在这一章里我们讨论二阶及二阶以上的微分方程，即高阶 
微分方程.在微分方程的理论中，线性微分方程是非常值得重视 
的一部分内容.这不仅因为线性微分方程的一般理论已被研究得 
十分清楚，而且线性微分方程是研究非线性微分方程的基础，它 
在物理、力学和工程技术中也有着广泛的应用.本章重点讲述线 
性方程的基本理论和常系数方程的解法，对于高阶方程的降阶问 
题和二阶线性方程的幂级数解法也作简单的介绍. 

§ 4.1 线性微分方程的一般理论 

4.1.1 引言 

我们讨论如下的《阶线性微分方程 

货 + 化(0^^ +… + A - M ) 蓉 + (4.1) 

其中 ai ( f)(i = l ， 2 , …， n ) 及都是区间上的连续函 
数. 

如果则方程 (4.1) 变为 

京 + A …十^⑴盒+〜⑴怎= 0 (4.2) 

我们称它为》阶齐线性微分方程，简称齐线性方程，而称一般的方 
程 (4. 1)为《阶非齐线性微分方程,简称非齐线性方裎，并且通常 
把方程 (4. 2) 叫做对应于方程 (4. 1>的齐线性方程. 
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同一 Fr 方程一样，髙阶方程也存在着是否有解和解是杏唯一 
的问题.因此，作为讨论的基础，我们首先给出方程 (4.1) 的解的 
存在唯一性定理. 

定理1如果〜(0(《=1，2，*“，?0及/(0都是区间(1<«<& 
上的连续 函数， 则对于任一 t D e [< i ，&] 及任意的 h ， #>，…， a ： 广 1 

方程 (4. 1) 存在唯一解 X = 定义于区间上，且满足 

■ 

初始条件： 

= … ，基卜 丄巧” (4.3) 

我们将在下一章讲述线性方程组的有关定理时顺便给出这一 
定理的证明.从这个定理可以看出，初始条件唯一地确定了方程 
(4.1) 的解，而且这个解在所有= 1，2, …， n ) 及 / O ) 连续 
的整个区间上有定义. 

4.1.2 齐线性方程的解的性质与结构 

首先讨论齐线性方程 

宗+〜⑴^^十… + U ⑴ g + 〜⑴ pO (4.2) 

根据“常数可以从微分号下提出来”以及“和的导数等于导数 
之和”的法则，容易得到齐线性方程的解的叠加原理. 

定理2 (叠加原理）如果4(<)，&(〖），•”, 是方程 (4. 2) 

的备个解，则它们的线性组合 ca 〆G + c 2； r 2 («) + ••• + 也 

是 (4. 2) 的解，这里 q ， c 2 ，…， q 是任意常数. 

特别地，当 A = » 时，即方程 (1 2) 有解 

(4.4) 

它含有》个任意常数.我们要问，在什么条件下，表达式 (4. 4) 能 
够成为《阶齐线性方程 (4. 2) 的 通解？ 又它将具有什么特性呢?为 
了讨论的需要，我们引进函数线性相关与线性无关及伏朗斯基 

4 
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( Wronsky ) 行列式等概念. 

考虑定义在区间上的函数; Ti ( Z ), 巧0)，••_， 

如果存在不全为零的常数 A ， C2 ，…，^，使得恒等式 

(^:^⑴+仁必⑴+…+0^*(0 = 0 

对于所有 <€[>, 6] 都成立，我们称这些函数是线性相关的，否则就. 
称这些函数在所给区间上线性无关. 

例如函数 cosf 和 sid 在任何区间上都是线性无关的;但函数 
cosh 和 sin 2 «- l 在任何区间上都是线性相关的. 

又如函数1，<， i 2 , …， P 在任何区间上都是线性无关的.因 
为恒等式 

Co + cj+c 2 P + … + <? n P 三 0 (4. 5) 

仅当所有 c < = 0( i =0, 1, 2,…， 《) 时才成立.如果至少有一个 
则 （4. 5) 的左端是一个不高于 W 次的多项式，它最多可有 n 个不 
同的根.因此，它在所考虑的区间上不能有多于《个零点，更不可 
能恒为零了. 

由定义在区间 上的& 个可微 & — 1 次的函数 x 1 ( t ) 9 
: r 2 (0 ，…， 所作成的行列式 


a ? i (0 

h ⑴ 

… 心⑴ 

<(0 

4⑴ 

…屺⑴ 


(0^ -1) 

⑴…4卜”⑴ 


称为这 些函数 的伏朗斯基行列式. 

定理3 若函数 A ( i )， x 2 { t ),— , ) 在区间 上线 

性相关，则在 [ fl ，6] 上它们的伏朗斯基行列式 Tf («) = 0. 

证明 由假设，即知存在一组不全为零的常数^, c 2 ，…, c „， 

使得 
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)十0 2 2：2(尤)+旧丁4^;(才)三0, a 《 t《b 

侬次对》微分此恒等式，得到 

CjxK t ) J rC 1 x f 2 {t) + …+ 。 <( 艺）三 0 

c x x\ f ) H ~ c 2 a ^( f ) + … + c n x f j t ( 0=0 


c x x{ n ' ly (t)^- + … + c rt a^ nM> (^)E0 

把 (4. 6) 和 (4. 7) 看成关于 Cl ， c 2 ，…, c n 的齐次线性代数方程组，它 
的系数行列式就是胃0 X 0,心(彡），…， AO )]， 于是由线性代数理 
论知道，要此方程组存在非零解，则它的系数行列式必须为零, 

即怀 G ) 三定理证毕. 

我们指出，逆定理一般不成立.事实上，容易给出这样的函数 
组，由其构成的伏朗斯基行列式恒为零，然而它们却是线性无关 
的.例如函数 

[ t 2 — 1<<<0 

(0 0幻 <1 



(4,6) 


(4,7) 


和 



-1 幻 <0 


在区间一 上， 显然研 但它们在此区间 

上却是线性无关的.因为，假设存在恒等式 


CiflTt(O Cz^zit )^0 _ (4. 8) 

则当一 1<<<0时，推得 CFO ; 而当0<«<1时又推得 c 2 = 
0. 即除 q = = 0 外，找不到别的常数值 Q 和 c 2 (不全为 0) 使恒 

等式 (4. 8) 对一切[— 1, 1] 成立，故 XM , iP 2 ( i ) 是线性无关的. 

但是，如果 A (<), h («)， …， 〜 (O 是齐线性方程 (4. 2) 的解, 
那么我们就有下面的定理. 

定理4如果方程 (4.2) 的解;^(^)，々(/)，…， '(«) 在区间 
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« b 上线性无关，则 TFDrW ), r 2 (0,-, '( i )] 在这个区间的 
任何点上都不等于零，即灰 （<) 乒 

证明采用反证法.设 有某个 使得 Pf (“）=0. 
考虑关于 A , c 2 , …， 的齐次线性代数方程组 

i CA ( 式 o ) + c 2 a ： 2 ( 名 o ) + … + c „ ar „( 4 ) = 0 

Cj ^ o ) + C2 尤 1 ； ( 《 0 ) + ^“ + C n X n (^ ^ 0 ) — 0 

. (4 * 9 > 

c ^’ PCM+cWOGd + .-. + cW " (“ ) = 0 
其 系数行 列式灰 （4) =0,故 a 9 )有非零解 以， C2 , …， c „ . 现以这 
组常数构造函数 

x(i) = C|aPi(f) +<?2 怎 2( 亡 ）+ … +c n a: n (0 a^i ^6 

根据叠加原理， a ： G ) 是方程 (4. 2 )的解.注意到( 4 . 9 )，知道这个解 
满足初始条件 

^(^ o ) = *** = * < n ~ I ) ( j 5 o ) — 0 (4. 10) 

但是 ar = 0 显然也是方程 (4. 2) 的满足初始条件(4_ 10) 的解.由解 

的唯一性，即知怎0)三 0( fl «<6)， 即 

c^iCO + ^2^2(0 + *•• + c n a : n (0 = 0 

因为 q ， c 2 , …， c „ 不全为0,这就与 x ,(0, ar 2 (0, —, 线性无 
关的假设矛盾.定理得证. 

根据定理3和定理4可以知道，由 re 阶齐线性方程 (4. 2>的《 
个解构成的伏朗斯基行列式，或者恒等于零，或者在方程的系数为 
连续的区间内处处不等于零. 

根据定理1,方程 (4. 2 )的满足初始 条件： 

卜 (< 0 ) = 1 ，怎 1 (“ ） = 0 , …， ar 1 <ft * ,) (^ 0 )=0 

) 3 ^ 2 (^ 0 ) = 0, 4( 艺 0) 二工 ’ …， ”( 古 0 ) = 0 


^(^)=0, 切 0 ) =0,…,⑹ 
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的解 〜(<)，•••， —定存在，又因为 

W^C^lOo), 疋 2( 右 0) ，…， ^«(^o)]#0 

于是根据上述定理 3, 这 re 个解一定是线性无关的.由此，即得下 
面 的定理 5. 

定理 5 n 阶齐线性方程 (4. 2) —定存在《个线性无关的解. 

定理 6( 通解结构定理） 如果々(《)，〜(〖),“•，〜 U ) 是方程 
(4.2) 的 k 个线性无关 的解， 则方程 (4. 2 ) 的通解可表为 

) + c 2 a?2(f) + …+ 0 « 疋 71( 亡） (4.11) 

其中 Cl , c 2 ，…， c „ 是任意常数.且通解(心 11) 包括了方程 (4.2) 的 
所有解. 

证明 首先，由叠加原理知道 a id 是( 4 . 2 )的解，它包含有《 
个任意常数.我们指出，这些常数是彼此独立的.事实上 


9x 

dx 

dx 

_ ft • ^ 

dCi 

dc 2 

9c n 

3x ， 

dx f 

dx f 

3ci 

dc z 

dCn =Wlx l (t),x 2 (t), … ， 3 ； „( 亡） ] 參 0 

W l> 

dx in ~^ 

dx in ^ l) 

■矗 ■ 

^Ci 

2c 2 





因而， （4. 11) 为方程 (4. 2) 的 通解; 现在,我们证明它包括了方 
程的所有解.由定理1知道，方程的解唯一地决定于初始条件，因 
此，只需 证明： 任给一初始条件 

ai (^ 0 )= a ? o , 忠’（<0) =4,…， a ; < n ' 1> (^ o )=^ o n ~ 1> (4.12) 

能够确定 (4.11) 中的常数心， c 2 ，…， 〜的值，使 (4. 11) 满足 
(4.12). 

现令 (4.11) 满足条件 (4. 12)，我们得到如下关于 c t , c 2 ，…, 
的线性代数方 程组： 
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(4.13) 


caGo) + C 2 X 2 (D + … +c„;(f 0 ) = a : 0 

CiM (艺 o) + c 2 ;r5(<o) + … + c n ar’ n (f 0 ) =a：i 


(c# 广 1 Hh) +c 2 怎 r _1) (〜）+ … + c n Xn~ l) (h')=x < Q n ~ x> 

它的系数行列式就是研 （“)， 由定理4知 W(i。） 关 0. 根据线性代 
数方程组的理论，方程 (4. 13) 有唯一解6，^，…， d n . 因此，只要 
表达式 (4. 11) 中常数取为 U 2 , …，6„,则它就满足条件 (4.12). 
定理证完. 

定理完满地回答了上面提出的问题. 

推论方程 （4. 2) 的线性无关解的最大个数等于《.因此可 
得 结论： 《阶齐线性方程的所有解构成一个 n 维线性空间. 

方程 （4. 2) 的一组 n 个线性无关解称为方程的一个基本 解组. 
显然，基本解组不是唯一的. 

4. 1.3 非齐线性方程与常数变易法 

\ 

知道了齐线性方程通解的结构，以此为基础就 不难解决非齐 
线性方程通解的结构问题了. 

考虑〃阶非齐线性方程 

^尽+…’.+為-1(才)尝十 0 .«(£)怎 =:= /(£) (4. 1) 

易 E 方程 （4. 2) 是它的特殊情形,我们指出两者之间解的性质和结 
构有着十分密切的联系.首先容易直接验征如下两个简单性质： 
性质1如果 5 :(()是方程 （4.1) 的解，而是方程 （4.2) 的 
解，则无 U ◦也是方程 （4. 1) 的解. 

性质 2方程 （4.1) 的任意两个解之差必为方程 (4. 2) 的解. 
其次，我们有下面 定理： ’ 

定理 7 设〜（0,々（£),"•， 〜 (G 为方程 (4. 2) 的基本解组， 
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而 5( f ) 是方程 （4.1) 的某一解，则方程 (4.1) 的通解可表为 

ap = c I ari ( t ) + c 2 a ; 2 (0 + …+ 〜〜（（）+ 无（？ ） (4.14) 

其中〜〜，•••， c „ 为任意常数.而且这个通解 (4.14) 包括了方程 
(4.1) 的所有解. 

证明 根据性质1易知 (4.14) 是方程 (4.1) 的解，它包含有《 
个任意常数,象定理6的证明过程一样，不难证明这些常数是彼此 
独立的，因此，它是方程 (4.1) 的通解.现设是方程 （4.1) 的 
任一解，则由性质2，軾？） 一 玟？）是方程 (4. 2) 的解，根据定理6,必 
有一组确定的常数…，匕，使得 

沄 （《> —您（（）= 6无1(尤）+ 6怎 2( 古）+… + (亡） 

即 

I 

x ( t ) = ^\ X ^ t ) + c 2 x 2 ( t )^ r ^ J rc n x n ( t ) J rx ( t ) 

这就是说，方程 （4.1) 的任一解 5(0 可以由 （4.14) 表出，其中心， 
c 2 ，…, c n 为相应的确定常数.由于的任意性，这就证明了通 
解表达式 (4.14) 包括方程 (4.1) 的所有解.定理证完. 

定理告诉我们，要解非齐线性方程，只需知道它的一个解和对 
应的齐线性方程的基本解组.我们进一步指出，只要知道对应的 
齐线性方程的基本解组就可以利用常数变易法求得非齐线性方程 
的解.正如我们在第二章§ 2 里所做过的那样，不过这里稍为复 

杂一些而已. 

设…，〜 G ) 是方程 (4.2) 的基本解组，因而 

X ~~ Ci 3 Ti (《）+ 。2怎2( ( ) + + Cr 怎沒（《） （4.15) 

为 (4.2) 的通解.把其中的任意常数看作 f 的待定函数 c ,(0 
(i = 1, 2, …， 》)，这时 (4.15) 变为 

* = 01(0 怎 1(0 + )怎 2 ( t ) + … + c tt ( t ) iC n ( t ) (4.16) 

将它代入方程 (4.1)， 就得到 0,(0, e 2 ( t ), 必须满足的一 

个方程，但待定函数有》个，即心（〖)，?)，… ， 〜( ？ )， 为了确定 
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它们,必须苒找出 n ~ l 个限制 条件，在理 论上，这些另加的条件可 
以任意给出, 其法无穷, 当然以运算上简便为宜，为此，我们将按下 
面的方法来给出这 B — 1个条件. 

对<微分等式(4.16)得 

x f — c 2 (t )+ … + c „( fX ( t ) 

+ A ( t ) c ;( t ) + a ： 2 ( f ) dU ) + … + 

令 

⑴ + a : 2 ⑴ cKO + … 〜 ⑴ c ; ⑴ = 0 (4.17 )i 

得到 

x f ~Ci( t )a：X t y )-\-c 2 {t )x f 2 ( t) + … + c„( J X( 亡） (4.18)i 

对 f 微分 (4. 18：^ ，并象上面一样做法，令含有函数 4( f ) 的部 

分等于零，我们又得到一个条件 

+ … t = 0 (4.17) 2 

和表达式 

x n ^ Ci (t )x[( t)h c 2 (t)xl( O + …+ ⑴ (4. 18) 2 

继 续上面 做法，在最后一次我们得到 第《-1 个条件 

:厂 2) (【)0;(^) + 0：广 2) (040卜.+ 怎广 2> (04(0 = 0 

(4. 17)“ 

和表达式 

(4. 18 )“， 

最后，对《微分得到 

x {n) ~c l (t)xl 1,} (t) J rc 2 (t)x2 n} (t )- {- … + c„(< X》（f ) 

(4.18) b 

现将 （4. 16)，（4. 18)„ (4. 18) 2 ,…， （4. 18)„ 代入 （4.1)， 并注 
意到 a ^ i (0» ^( O , …， a ：„ U ) 是 (4. 2) 的解，得到 
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(4. 17)„ 

这样，我们得到了含 《 个未知函数 C , i ( t )( i ^ l , 2 i …， 《)的《 
个方程 ，…， (4.17),. 它们组成一个线性代数方 
程组，其系数行列式就是灰 [>/«), h ( f )， …，心 U )]， 它不等于零， 
因而方程组的解可唯一确定，设求得 

c \(t) = (p i (t) i = l ， 2, …， n 

积分得 

Ci(f) = I ^ +Vi ^ = 1 ， 2， •*_. w 

这里 Vi 是任意常数.将所得 qCGCi 二 1, 2,…，旬的表达式代入 
(4.16) 即得方程 （4.1) 的解① 



2 > 义 ⑴+ 2 > t (n \<p t (t)di 


显然，它并且是方程 a 1) 的 通解. 为了 得到方 程的一个解，只需 
给常数= 1，2,…， k ) 以确定的值，例如，当取 =0( 纟=1，2, 


…， n ) 时，即得解 = 以 

i = 1 

从这里可以看到，如果已知对应的齐线性方程的基本解组，那 
么非齐线性方程的任一解可由求积得到.因此，对于线性方程来 
说，关键是求出齐线性方程的基本解组. 

例 1求方程 0：" + ^： =-^7 的通解，已知它的对应齐线性方程 

cost 

的基本解组为 cosf ， sint , 

解 应用常数变易法，令 

X~~~ Cj(^)cosi 小 -^?2( 亡 ） sitii 




①也可把 O 的表达式具体写出，而将解表为第五章 (5, 30) 式的形式, 
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将它代入方程，则可得决定和 C〖(f ) 的两个 方程: 

costc r X 亡 〉+ sin f c 《（ t) = 0 


一 sin 尤 c!(0 + cosicK^)— -- 

cos £ 


解得 





c[(t) = 

sin t 

cost 

c5( O — l 

由此 

\ 





Cj( f ) = In 1 cos t 

1 +?1 

口2(亡） 一 i + V2 


于是原方程的通解为 


x — y^cost + V 2 ^in t + cosi In | cos t [ + t sin t 

其中 Vl，V2 为任意常数. 

例 2 求方程 W — 〆 =于域{关 0 上的所 有解. 

解 对应的齐线性方程为 

tx" — x f ~0 

容易直接积分求得它的基本解组.事实上，将方程改写成 


积分即得〆 =以，所以这里木 s 为任意 常数.易 
见有基本解组1，为应用上面的结论，我们将方程改写为 



并以 z = Cl (0 + c 2 0 2 代入，可得决定 C ;(r) 和的 两个方 
程 

<?;( 尤） + f 2 c;(t) = 0 及 2tc f 2^ — t 

于是 

Cg ( ^ ) — + V 2 c i ( ^ ) — — — / 3 + y j 
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故得原方程的通解为 


h 

这里 VHV 2 是任意常数.根据定理7,它包括了方程的所有解. 


习题 4.1 


1. 设和是区间上的连续函数， 证明： 如果在区间 

上有_关常数或^^关常数，则 it(t) 和 yU ) 在区间上线 
yit) x{t) 

性无关.（提 示： 用反证法 . > 

2. 证明非齐线性方程的叠加原 理：设 xdt ), h (0 分别是非齐线性 


方程 


dnX + a , + …+%⑴3；=/ 〆 。 


dt 


dt tt 


rfn % ai ( t ) +… + MfX (0 


dt n 


dt n 


的解，则 Xi ( t )+; r 2 ( t ) 是方程 


方十 a ! ⑴ … + a n ⑴ ：^⑴+心 ⑴ 


dt n 


dt n 


的解. 


3 - 试验证 r =0 的基本解组为叭 e ' 并求方 程 rf2jP 


dt 


dt 


cosi 的 


通解. 


. 试验征 


d 1 


dx 


dt 2 1 — t dt 1 _ t 


^ ® 有墓本解组〖， e *， 并求方程 


d 


dt % 



dx 


1 一 t dt 1 一 


x—t — 1 的通解. 


d 2 x 


5. 求方程 S + h 二 fsin 2 i 的通解.巳知它的对应齐线性方程有墓本 


dt 

解组 cos 2乙 sin 2*. 


6 - 已知方程 


d % 


dt 


a =0 有基本解组试求此方程适合初始条件 
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»(0) =1 (0) =0 



J ■ 

皮 or (0) =0 (0) =1 

的基本解组(称为标准基本解组，即有识 (0) =1)，并由此求出方程的适合初 

始条件 

a :(0) = x Q x f (0) = Xq 

的解. 

7. 设心0)({=1，2,”*，《)是齐线性方程（4.2) 的任意》个解， 它们所 
构成的伏朗斯基行列式记为 ^(0. 试证明研 （ O 满足一阶线性方程 

w f +a x ww 


因而有 

W ( t)=W ( t 0 )e b ) 

B . 假设 AU ) 垆 0 是二阶齐线性方裎 

-\- a 2 ( t)x = 0 

的解，这里％⑴和〜⑴于区间 [ a , &] 上连续， 试证： 
a ) 如 u ) 为方程的解的充要条件是 

W f [x x , Xz] +ajTF[*i,a: 2 ]=0, 


(2) 方程的通解可表为 



H 


t 


(s)ds )dt +c 


其中心以为任意常数， *。， t ^ la , 6 ]. 

9. 试证《阶非齐线性微分方程 (4. 1) 存在且最多存在《 + 1个线性无关 
解. 


§4.2 常系数线性方程的解法 

至此，关于线性方程的通解的结构问题，从理论上说，可以 
认为已经解决了，但是求方程通解的方法还没有具体给出.事实 
上，对于一般的线性方程是没有普遍的解法的.本节介绍求解问 
题能够彻底解决的一类方程 一 常系数线性方程及可以化为这一 
类型的方程.我们将看到，为了求得常系数齐线性方程的通解，只 
须解一个代数方程而不必通过积分运算.对于某些特殊的非齐线 
性方程也可以通过代数运算和微分运算求得它的通解.我们一定 
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荽记住常系数线性方程固有的这种简单特性.这一节的内容完全 

可以和线性振动理论(质点振动理论，电磁振荡理论等)结合起来 
学习.在 4. 2. 4中我们特别以数学摆的微小振动为例,结合讲述质 
点振动理论，以便给读者一个直观的印象.从这里我们可以清晰 
迆看出，物理问题提供微分方程以很直观的实际背景，而微分方程 
为更深刻地理 解物理 现象提供有力的工具，这是我们学习这一节 
要注意的问题. 

讨论常系数线性方程的解法时,需要涉及到实变量的复值函 
数及炱指数函数的问 M ， 我们在 4. 2 . 1中 M 先给以介绍. 


4. 2.1 复值函数与复值解 


如果对于区间 a ^ t ^ b 中的每一实数《，有复数 
+ i 於 （f ) 与它对应，其中史（0和 〆 （）是在区间上定义的 
实函数， i 是虚数单位，我们就说在区间上给定了一个 a 
值函数 如果实函数史(（）， 〆 （）当 < 趋于“时有极限，我们 
就称复值函数 wo 当/趋于时有极限，并且定义 

limz(f) = limi??(?) + . lim^( t ) 

I 吟 i 0 t -><o 1 1-^0 

如果】 im 2 (G = ； s ( W ， 我们就称 2(0 在 G 连续.显然 ,2( t ) 在“ 

t 

连续相当于史 G )、 VKt ) 在 h 连续.当 在氐间 a ( t(b 上每 
点都连 续时，就称 4 O 在区间上连续.如 果极限 

二^2存在，就称 z ( t ) 在有导数(可 微）.且记此极限 


为^或者八“).显然 2( f ) 在“处有导数相当于扒 a 

at 


於 u ) 在处有导数，且 


dz(t 0 ) d<p(to) 

， - ■■ ■ _ - ■■ I 11 I - - 1_ L 

dt~dt dt 
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如果在区 fcl 上每点都有导數，就称 2(0 在区间 

f 上有导数.对于髙阶导数可以类似地定义. 

设〜 U )、4(0 是定义在 a^t^b 上的可微函数， c 是复值常 

数，容易验证下列等式 成立： 


如 〆 ⑽⑴] 


⑴] 二 


€ ~ dt ~ 


^ l(0 . 22(0] .^., 2(0+ , l(0 .^0 


在讨论常系数线性方程时，函数 en 将起着重要的作用，这里 
尤是复值常数.我们现在给出它的定义，并且讨论它的简单性质. 

设尤=«+矽是任一复数，这里 a 、 於是实数，而《为实变量 
我们定义 

e J, = e <a+i ^ > *=e <t# ( cos)9/i + isin 外） 

由上述定义立即推得 

COS fit + e~ ] ^*) 


sin fit = 



如果以 Z=ot — i 冷表示复数 A "= a + i ) ff 的共轭复数.那末 
容易证明 

^ JST I - - ^ 


此外，函数还有下面重要 性质： 

(1) g ( /i： 1 ~ hK 2) i z=z Q E ^ i • 

事实上，记夂 i ^^ + i 見，夂 2 =« 2 +收， 那末由定义得到 

6 (^1 +^ 2 ) ； =e <«l+«2) t + i(/?l + /?2)^ 

= e (a,+a2> *[cos(y^ 1 -|- ^2)^ -f-isin(^j+^2)^] 

= e («i+«2)^ cos ^ 1 / * cosJ 3 2 t — sin P\t • sin 沒 2 右 
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+ i(sin$if. cos + cosy^i i - sin ) 2 

■ 


0、 


<?e 


dt 


K & Ki ^ 其中》为实变量. 


事实上，设 + 则 


de Kt 一 d 

- -- T — 二 

dt 




dt 

de 


[ e ( 




1(^ 以 


dt 


fi ^ * 


d^ Pt 

dt 


at a ^e ifit + e at 47(cosfit + \si^fit) 

dt 

a^ ifi>i + Q a$ C-j3sinj3t+ificosfit) 

at Kt J x -\ pt ai * t ipi — { a -\- ij 3) t Ki — Kt £i 


注意到 & [心，由 (2) 容易推得 


(3) 


n 


dt 


( Q Kt )^ K n t 


综上所述，可以得出一个简单的结论，就是实变量的复值函数 
的求导公式与实变量的实值函数的求导公式完全类似，而复指数 
函数具有与实指数函数完全类似的性质.这可以帮助我们记忆上 
面的结果. 

现在我们引进线性方程的复值解的定义.定义于 E 间 
< b 上的实变量复值函数 a ： = S ( t ) 称为方程 (4.1) 的复 值解， 如果 

仏⑴ + ⑴。 十 " + 1 1( 0 _) 


dt 


dt 


dt 



a n Ct)z(t) = f(t) 


对于恒成立. 

最后，我们给出在今后讨论中要用到的两个简单结论. 
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定理 8 如果方程 (4.2) 中所有系数= 2, … ,/0 都 
是实值函数，而 an ( t )=^ U ) + i 0( t ) 是方程的复值解，则 2 ( t ) 
的实部虚部 0(() 和 共轭复 值函数 爽？） 也都是方程 (4.2) 的 

解. 

定理 9若方程 

有复值解 $ = + 议 G ), 这里〜 （0 (i = i ,2 ，…， 》)及<古)， 

都是实函数，那么这个解的实部 & XO 和虚部 f ) 分别是方 
程 

穿+。 1 ⑴…十〜- 1 ⑴胃十〜⑴^赵⑴ 

和 

… ^a n Wx^vW 

的解. 

定理8和定理9的证明留给读者作为 练习. 

4.2.2 常系数齐线性方程和欧拉方程 

设齐线性方程中所有系数都是常数,即方程有如下形状 
LM =^ + a 1 ^^+...+ o ll . 1 ^+ flna ?==0 (4,19) 

其中〜，《 2 ，…，〜为常数.我们称 (4.19) 为 w 阶常系数齐线性方 
程.正如前面所指出的，它的求解问题可以归结为代数方程求根 
问题， 现 在就来具体讨论方程 （4.19) 的解法.按照 §4.1 的一般 
理论，为了求方程 (4.19) 的通解，只需求出它的基本解组.下面介 
绍求 (4.19) 的基本解组的欧拉 ( Euler ) 待定指数函数法. 

回顽一阶常系数齐线性方程 
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dx 

dt 


+ aa? = 0 


我们知道它有形如的解，且它的通解就是 = 这启 

示我们对于方程 (4.19) 也去试求指数函数形式的解 

ar = e A * (4,20) 


其中 A 是待定常数，可以是实的，也可以是 复的. 
注意到 






dt 


At 



* • • 


+ o 


dQ U 

dt 


+ a n e Xi 


= ( 义 ^+ 〜义 11 - 1 + … + a n ^ik J ra n )^ ki = /^(A)e A# 


其中 F ^? J ) = k nj raik n 1 + … +〜—iA + 〜 是 A 的次多项式.易 
知， （4. 20) 为方程 (4. 19) 的解的充要条件是: A 是代数方程 


又 )= A n -{-ciiX n 1 + …+ cf 7l _iA + = 0 (4. 21) 


的根.因此，方程 (4. 21) 将起着预示方程 (4. 19) 的解的特性的作 
用，我们称它为方程 (4. 19) 的特征方程，它的根就称为特征根.下 
面根据特征根的不同情况分别进行讨论. 

1) 特征根是单根的情形 

设承， A 2 , -,4 是特征方程 (4. 21) 的 w 个彼此不相等的根，则 
相应地方程 (4. 19) 有如下《 个解： 

e Al *, e^ 2 S e x * f (4.22) 


我们指出这 n 个解在区间 a <«<6 上线性无关，从而组成方程的 
基本解组.事实上，这时 


W(t) = 


e ’ i 1 e ^ 2 * … e ^ n * 

A x c Al$ 义 〆 2< ••• A n c Xnt 
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而最后一个行列式是著名的范德蒙 （ Vandermonde ) 行 列式， 它 


等于 H (人 一 々).由于假 设七关 W 当故此行列式 

不等于零,从而尹0，于是解组 （4. 22) 线性无关，这就是所要 
证明的. 

如果 = 2, …, 《) 均为实数，则 （4. 22) 是方程 （4. 19)的》 

个线性无关的实值解,而方程 (4.19) 的通解可表示为 

« = Cje Al * + c 2 e A2< + … + c„e、* 

其中 A ， c 2 , …， c „ 为任意常数. 

如杲特征方程有复根，则因方程的系数是实常数,复根将成对 
共轭地出现.设1=05 + W 是一特征根，则 = a — W 也是特征 
根，因而与这对共轭复根对应的，方程 (4. 19) 有两个复值解 

e (a+i ^* = e« { (cos^t + isin)SO 

e ( «- w ” = e w ( cos 0 — isin 如） 

根据定理它们的实部和虚部也是方程的解.这样一来，对应于 
特征方程的一对共轭复根 A =< x 士#，我们可求得方程 (4.19) 的两 

个实值解： 

cospt, sinPt 

2) 特征稂有重根的情形 

4 

设特征方程有&重根则如所周知 

=F f (A,) ^ =F ik -^(A^ = 0 F^^AO^O 

先设 ^ i - o , 即特征方程有因子;于是 
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也就是特征方程的形状为 

义”+^”-^十…=0 

而对应的方程 (4.19) 变为 


d n x 

IF 


+fli 



+ … + a n j 



易见它有备个解1，<，< 2 ,…，而且它们是线性无关的（见 4. 1. 
2). 这样一来，特征方程的&重零根就对应于方程 (4.19) 的办个 
线性无关解 

如果这个&重根 / t ^ O , 我们作变量变换 x - y ^\ 

注意到 

x< m) = (ye Al# ) (m> 

^ I 

•••+ 伽 

可得 

L[>eV ] = (穿 + &1 …+ & n 2 0 e M s Ll[y]eV 

于是方程 a 19) 化为 

[心]三 s + &1 ^^ + .“ +6 fl - l +6By= 。 （4 23) 

其中 L 6 2 ,…，仍为常数，而相应的特征方程为 


沒 …=0 


直接计算易得 




(4.24) 


因此 


从而 
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Fifi+AO^GCfi) 



+ ⑻， 卜1，2, …，左 

可见 (4. 21) 的根 A = 对应于 (4. 24) 的根= 而且重数相 

同.这样，问题就化为前面已经讨论过的情形了. 

我们知道，方程 （4. 24)的匕重 根⑷二 0对应于方程 （4. 23) 的 


个解穿=1， L 艺 2 , 


• « 




因而对应于特征方程 (4. 21) 的 h 重 


根 A ， 方程 (4.19) 有 h 个解: 


e A 〆 ， tt x ^\ f 2 e A 〆 ， …，^ i ~ 1 e A i , 


(4.25) 


同样，假设特征方程 a 2 i ) 的其他根 a 2 , &，•••， A m 的重数依次为 

々2,左3, …， I ;左 i > l ( 单根 A 相当于 fci = l ), 而且 l + h + m+l 


当 i 关 j )， 则方程 a 19) 对应地有解 




e^ 2 *, tc A2 \ t 2 G A2 \ t 


e 


(4.26) 


e Xm \ tt Am \ ^ 2 e Am \ …， t k 


下面我们证明 （4. 25) 和 (4. 26) 全体％ 个解构成方程 （4. 19>的基本 


解组. 


假若这些函数线性相关，则有 


2⑷ … r-1 ) eV 
r = 1 

m 

= 2 p r ( Oe ^ ( = 0 (4.27) 

r = 1 

其中^厂是常数，不全为零.不失一般性，假定多项式 p m <>) 至少 
有一个系数不等于零，即 ^(0^0. 将恒等式 (4.27) 除以 eV , 然 
后对在微分〜次，我们得到 

m 

2^ r ( Oe ( ^^ l>( = 0 (4.28) 

r ^2 

其中仏 ( f ) S ( A r — ; + AG ) 为次数低于 Pr (0 的 
次数的多项式.因此 ，仏 （ G 与匕 （0 次数相同，且.恒 
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等式 (4. 28) 与 (4. 27) 终似，但项数减少了.如果对 (4. 28) 施行同 
上的手续(这时是除以而微分趴次)，我们将得到项数更 
少的类似于 (4. 27) 的恒等式，如此继续下去，经过 m -1 次后，我 
们就将得到恒等式 

这是不可能的，因为 B m ( t ) 与 Pjt) 有相同的次数，且 B m ( t )^0, 
事实上，不难直接算得 

—A 2 ) lt2 ** 

(又 m — 灰 mG) 

其中 W m (t ) 是次数低于的次数的多项式. 

这就证明了 （4. 25) 和 (4.26) 全部》个解线性无关，从而构成 
方程 U. 19) 的基本解组. 

I 

对于特征方程有复重根的情况，譬如假设 A = a +W 是重特 
征裉，则 h -.' P 也是办重特征根，仿1 ) 一样处理，我们将得到 
方程( 4 . 19) 的个实值解： 

Q at cosj3t, tC at cosj3t, t 2 Q at COS0t, — , t 卜 1 & 

e ai sinfi£, tG at sin/3t, … ， W^singt 

例 i 求方程二 o 的通解. 

解特征方程 A 4 — 1 = 0的根为； li = 1， A 2 =— 1， A 3 = i, A 4 = 
一 i. 有两个实根和两个复根，均是单根，故方程的通解为 

x — ■ c j G I ~ c 2© 1 C 3 ^ os t + c 4 s 1 n A 

这里 C 2 , (? 3 , c 4 是任意常数 .• 

例2 求解方程 ^+$ = 0. 

解特征方程 A 3 + 1=0 有根 A=-M 2 , 3 = j±P^， 因 
此，通解为 
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c 2 cos 



-t + c 3 sin 




其中 c l5 c 2 , c 3 为任意常数. 

例 3 求方程 § —3 备 f +3 奮 一 a — 0 的通 解. 

解特征方程 A 3 — 3/l 2 + 3y^ —1 = 0,或 (2 —1) 3 = 0，即= 1 是 
三重根，因此方程的通解具有形状 

X (Ci + c%i ~h c^t 2 )Q £ 

其中 c! ， <? 2 , c 3 为任意常数. 

例4 求解方程 g + +$ = 0. 

解特征方程为; i 4 + 2A 2 +l 二0,或 (A 2 + l) 2 二0，即特征根 A 
=士1 是重根，因此，方程有四个实值解 


cos t , t cos t , sin t , t sin t 


故通解为 


x (cI c^tf ) cos t Cc 3~p c sin t 


其中 Ch c 2 , c 3 , c 4 为任意常数. 


形状为 

㉟ w 


i d n —'y 

dx n ^ 1 



t # ■ 


+ 


a n ./f 

ax 


J t-a n y = 0 


( 4 . 29) 


的方程称为欧拉方程，这里％，《 2 ,…，〜为常数.此方程可以通过 
变量变换化为常系数齐线性方程，因而求解问题也就可以解决. 
事实上，引进自变量的变换① 

sc — e\ t = Inx 

直接计算得到 


dx 


dt dx 


e 


dt 


①如果； r < o , 则用 — e 所得结果一样，今后为确定起见，认定 $> o , 但最后 
结果应以代回. 
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用数学归纳法不难 证明： 对一切自然数均有关系式 


d k y 

dx h 





y 


j_+ … + p k 



其中…，都是常数.于是 


X 



d h y _d h y 

djx k ~ dt k 




% 

dt 


将上述关系式代入方程 U . 29)， 就得到常系数齐线性方程 

■ 

P +& i f ^+." +6 »- 1 鲁 +& "户。 （4 . 3o) 

其中卜，& 2 , 是常数， 因而可用上述讨论的方法求出 （4. 30) 的 
通解，再代回原来的变量(注 意： 《 = 111|3：|)就可求得方程(4.29) 

的通解. 

由上述推演过程，我们知道方程 (4. 30) 有形如 y = t xt 的解，从 
而方程（4.29)有形如1=^的解，因此可以直接求欧拉方程的形 
如夕=，的解.以代入（4.29)并约去因子#，就得到确定 
X 的代数方程 

K { K - l )^{ K - n -\- l ) + a x K { K - l )^{ K-n + 2) 

+ … + cf n = 0 (4. 31) 

可以证明这正是 (4. 30) 的特征方程.因此，方程 (4.31) 的 m 重实 
根 K = K 0 i 对应于方程 （4.29) 的 m 个解 

x K ' arMn|ar|, x^ln 2 1 a ： |,… ， x^\n m " l \x\ 

而方程 (4. 31) 的 m 重复根 K = a + ifi , 对应于方程 (4. 29) 的 2 m 个 
实值解 

a: a cos(^ln |a; | ), ar*ln |a:| cos(#ln |ar|), … ， arMn**- 1 ! ar| cos()9ln | a:[) 
x < *sin()01n|^|),a: <,f ln|a;| sin ( 々 In | a：|), …， fin"*- 1 1 ar| sin (^ln |ar| ) 
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例 5 求解方程; c 2 ^|- i^+y = 0. 

解寻找方程的形式解夕=，，得到确定瓦的方程 KK —1) 
— 瓦+ 1 = 0,或(瓦一 1) 2 = 0, Hel . 因此，方程的通解为 

y = (Ci-1-C2ln|a:|)a? 

其中 q ， C 2 是任意常数. 

例6 求解方程 ar 2 0+3 a : g +5 y = O . 

解设，得到[应满足的方程 

足（岌 一 1) + 3咒+5 = 0 或反 2 + 2 反 +5 = 0 
因此， A ， 2 = —1 士 2 i ， 而方程的通解为 

^ =—[c 1 cos( 21 n |a;| ) + C2sin(21n |»|〉] 

X 

其中 c 1> C 2 是任意常数. 


4.2.3 非齐线性方程•比较系数法与拉普拉斯变换法 

现在讨论常系数非齐线性方程 

…+ «„_居+¥ = /⑴ (4. 32) 

的求解问题，这里《,，《 2 ，…， 〜是常数，而 / G ) 为连续函数. 

本来，有了前面讨论的结果，这一问题已经可以解决了，因为 
可以按照 4. 2. 2的方法求出对应齐线性方程 (4.19) 的基本解组, 
再应用§ 4. 1所述的常数变易法，求得方程 （4. 32) 的一个特解.这 
样，根据定理7即可写出方程 (4. 32) 的通解表达式,再利用初始条 
件确定通解中的任意常数，就可得到方程的满足初始条件的解. 
但是，正如大家所看到的，通过上述步骤求解往往是比较繁琐的， 
而且必须经过积分运算.下面介绍当 / G ) 具有某些特殊形状时所 
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适用的一些方法 一 比较系数法和拉普拉斯变换法.它们的特点 

是不需通过积分而用代数方法即可求得非齐线性方程的特解，即 
将求解微分方程的问题转化为某一个代数问题来处理.因而比较 
简便. 

(一）比较系数法 

类型 I 

设 /(() = ( W m + &， M + … + + 其中又及 

= 0,1，…， m ) 为实常数,那么方程 （4. 3 2)有形如 

x = t 1 t { B 0 t m ^ B l t m - l + ^+ B m _ l t J rB m ) e t (4.33) 

的特解，其中为特征方程 F ( A )=0 的根； I 的重数（单根相当于 
= 1;当； I 不是特征根时，取及= 0),而艮， A ，…，是待定常数, 
可以通过比较系数来确定. 

1) 如果 A = 0, 则此时 

f(t) = b Q t m + b 1 t m - 1 + ^-hb m 

现在再分两种情形讨论. 

(1) 在 A = 0 不是特征根的情形，即 F (0) 关0,因而〜关0,这 
时，取 k = 0, 以 + + … + B m 代入方程 （4. 32)，并比 

g t 的同次幂的系数，得到常数 B Q , Si ，…， 必须满足的方程： 

! B^a n = 6o 

ExOn + mBoan^i — bx 

B 2 a n + (m — l)B x a n ^i + m(m — l)Boa n _ z = b2 ( 4 . 34 ) 


VS m a tt + … = 6 m 

注意到 «„^0, 这些待定常数私, & ，…， J 5 m 可以从方程组 (4. 34 ) 

■ 

唯一地逐个确定出来. 

(2) 在2 = 0是&重特征根的情形，即 … = 
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7^卜”（0) = 0, 而 F ( i ) ( 0 )^ 0 , 也就是 = + i = 

〜 ^ 关 0. 这时相应地，方程 （4. 32) 将为 


d n x 


dt n 


+ fli 




d k 
k dt^ 


/ ⑴ 


(4,35) 


令£|=\则方程(4.35)化为 


h 


k 


dt 


ai 


dt n 


7 

^ + …+〜-灸2 = /(亡） 


(4.36) 


对方程 (4. 36) 来说，由于〜_,垆0, A = 0 已不是它的特征根.因此， 

由 （1) 知它有形如芝…+1的特解，因而方程 
(4. 35) 有特解 S 满足： 


这表明$是丨的 m + A 次多项式，其中〖的幂次 <& — 1的项带有 
任意常数.但因我们只需要知道一个特解就够了.我们特别地取 
这些任意常数均为零，于是我们得到方程 （4. 35)( 或方程 (4. 32)) 

的一个特解 

沄 = f fc ( vof m + yif m _1 h .. + Vm) 

这里 y 。， v , ，…， 是已确定了的常数. 

2) 如果;1#0，则此时可象 4. 2. 2做法一样，作变量变换 
Z 二 ye "， 将方程 (4. 32) 化为 

£|+為 +…+人-禮 + 戽 F ^+.“+6 m (4.37) 

其中 •• •，丄都是常数.而且特征方程 (4. 21) 的根 A 对应于 
方程 (4. 37) 的特征方程的零根,并且重数也相同.因此,利用上面 
的结果就有如下 结论： 

在 A 不是特征方程 (4. 21) 的根的情形，方程 （4. 37) 有特解 
+ 从而方程(4_32)有特解定=(石 0 i 5 ffl + 
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在; l 是特征方程 (4. 21) 的&重根的情形，方程 (4. 37) 有特解 

+ 十… + B „) ，从而方程（ 4 . 32 )有特解 

例7求方程备 I — 2尝一 3 z = 3« + l 的 通解. 

解 先求对应的齐线性方程 


d 2 x 

dF 


-2 


dx 

dt 


3x = 0 


的通解.这里特征方程 A 2 —2 A —3 = 0 有两个稂; l 1 = 3， A 2 =- l . 

因此，通解为 a ; = Cl e 3t + C 2 e ' 其中 Cl ， c 2 为任意常数，再求非齐 
线性方程的一个特解.这里 / G ) = 3«+ l . a -0. 又因为 A = 0 

r 

不是特征裉，故可取特解形如 $ = Z + 、其中為 S 为待定常数. 
为了确定次尽将 x^A + Bt 代入原方程,得到 

— 2B — 3A — 35 f = 3 f +1 

比较系数得 

f — iB — 3 
2 B 一 3 A = 1 

由此得 B = — l , A =+， 从而$ = + 因此，原方程的通解为 

X— CfC 8 * ~1~ C 2 C - 1 — 1 ~\-- — 

例8 求方程2尝一 3 a := e - ‘的通解. 

解 从上例知道对应的齐线性方程的通解为 

x=^Cit 9i + c 2 e-* 

其中<? 2 为任意常数，现求原方程的一个特解.这里 KO = e - # , 
因为 —1 刚好是特征方程的单根,故有特解形如 2 = 将 
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它代入原方程得到一 4Je_‘=e_‘， 从而4=一+,于是 


^ = ，而原方程的通解为 



c 2 e 



4 


te “ 


例 9 求穿 + 3j| + 3g+a：=e- < 0—5) 的通解. 

解 特征方程 A 3 + 3A 2 + 3A +1 = (A +1 ) 3 = 0有三重根 A 1j2j3 

= 一 1 ， 故有形状为$ = * 3 (4 +忍《)€^的特解，将它代入方程得 

(6^ + 24BOe"*= ： e~ ( («—5) 

比较系数求得 4 =— 吾，去.从而 5=# 3 («-20) e ' 故方 

程的通解为 


x — {c x + c % t +c 3 i 


2) e - < 4- ii 3 («~20) e ~* 


其中 Ch c 2 , c 3 为任意常数. 


类型 II 

设 /(0 = U(Ocos^<+J5(OsinMe**, 其中05,芦为常数， 
而4(£)， 5(f) 是带实系数的〖的多项式，其中一个的次数为 m, 
而另一个的次数不超过叫那么我们有如下 结论： 方程 U. 32) 有 


形如 


x = t k lP(t)cosPt+Q(t)sinfit']Q at 


(4* 38) 


的特解，这里*为特征方程 = 0 的根 a + ifi 的重数，而 PCO, 
均为待定的带实系数的次数不高于饥的#的多项式，可以通 


过比较系数的方法来确定. 

事实上，回顾一下类型I的讨论过程，易见当 A 不是实数，而 
是复数时，有关结论仍然正确.现将 /G) 表为指数形式 
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f(t) — mt ^ e(a -jg )t 

2 2 

根据非齐线性方程的叠加原理(见习题 4.1) 方程 

L [ a ：] -/ t (0 = 处 

与 

LO ] =/ 2 (0= i «* 

的解之和必为方程 (4. 32) 的解. 

注意到 fi ( 0 = fz ( t ) ) 易知，若 A 为 = ) 的解，贝 Ijl 
必为^>]=/ 2 (0的解.因此，直接利用类型 I 的结果，可知方程 
<4, 32) 有解形如 

x=t k D(t')c <a ~ i/,)t ~{'t k D(t) e <a+i/,)l 

= t h [ P ( t ) cosj 9 i + Q(f ) sin " 右] e ** 

其中 / KG 为 z 的 m 次多项式，而 P («)：-2 Re { r )( m ， Q ( t ) = 

2 Im { Z )(0>. 

显然， PW , 为带实系数的 £ 的多项式，其次数不高于叫. 
可见上述结论成立. 

例 10 求 方程餐| + 4 尝 + 4 z= C os2 纟的通解. 

解 特征方程 A 2 + 4 A + 4 = 0 有重根1=/12= — 2 ，因此，对应 
齐线性方程的通解为 

X —{ c l + C 2 . t ) Q~ U 

其中〜 c 2 为任意常数.现求非齐线性方程的一个特解.因为士 2 i 
不是特征根，我们求形如至 = hos 2 i + B s i n 2 i 的特解，将它代入 

原方程并化简得到 

8 Bcos 2 i — 8.4 sin — cos 2< 

比较同类顼系数得 Z = 0, JMil ^ jsin 2 t t 因此原方程 
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的通解为 


X = (Ci^rC 2 t)c' 2 * + 各 sin2i 

o 

附注类型 II 的特殊情形 

/( 古 ） =^4O)e a *cos/0< 或 fit) — BCt)Q at sin fit 

可用另一更简便的方法 一 所谓复数法求解.下面用例子具体说 
明解题过程. . 

例11用复数法解例 10. 

解 由例10已知对应齐线性方程的通解为 

X — ( c 1 + c 2 <) e~ 2i 

为求非齐线性方程的一个特解，我们先求方程 

会 + 4 学 + 4n 2 “ 

dt £ at 

的特解.这属于类型 I ，而不是特征根，故可设特解为 

x~Ag 2u 

L 

将它代入方程并消去因子得 8 L 4 = 1， 因而 4 = — = 

—-|-e 2i, = —~-cos2i +~sin2i , 分出它的实部 Re{S}==~sin2«. 

L 

根据定理 9 这就是原方程的特解，于是原方程的通解为 

(^1 + c z t)Q^ 2t -\-~sin2t 

o 

与例10所得结果相同. 

(二）拉普拉斯变换法 

常系数线性微分方程(组)还可以应用拉普拉斯变换法进行求 
解，这往往比较简便. 

I 

由积分 

jp ( s )=： r e ^7( o ^ 
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所定义的确定于复平面 (Res><r) 上的复变数 s 的函数 Fis )、 称 
为函数的 拉普拉斯变换 ，其中 /( i ) 于有定义,且满足不 
等式 

1/(0 丨<阶吻 

这里 I ，^为某两个正常数.我们将称 /(«) 为原函数，而 F(sm 

为象函数. 

拉普拉斯变换法主要是借助于拉普拉斯变换把常系数线性微 
分方程(组)转换成复变数 s 的代数方程(组).通过一些代数运算, 
一般地再利用拉普拉斯变换表，即可求出微分方程(组)的解.方 
法十分简单方便，为工程技术工作者所普遍采用.当然，方法本身 
也有一定的局限性，它要求所考察的微分方程的右端函数必须是 
原函数，否则方法就不适用了. 

关于拉普拉斯变换的一般槪念及基本性质，请参阅书末的附 

录 I ，那里并附有拉普拉斯变换表.这里我们简单地介绍拉普拉斯 

变换在解常系数线性微分方程中的应用，关于在微分方程组方面 

的应用，留待下一章有关部分再介绍. 

设给定微分方程 

… (4.32) 

及初始条件 

x(0) = x 0y z f (0 )—Xq, •••, x {n "°(0) = a ： o n 

其中 fll ， ，…，是常数，而 / u ) 连续且满足原函数的条件. 

可以证明©，如果: r («) 是方程 （4. 32) 的任意解，则 arU ) 及其 
各阶导数/ ft ) (00? = l ，2, …， 》) 均是原函数.记 


① 对于复值的/(«)，！/(<)!表其模. 

② 见第五章定理12的推论. 
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Jo 

X ( s )^^[ x ( t )^= rQ ' 8 i x ( t)dt 

Jo 

s 

那么，按原函数微分性质有 

(t)] = sX(s) — Xq 

y 

S£\^x < - n) {t)~\ =s n X(5) — 5 n ~ 1 ar 0 — =2 ^o — … 一 〆 0 n-1> 

于是，对方程 (4. 32) 两端施行拉普拉斯变换,并利用线性性质就得 
到 

« B X(s) — 5 n ~ l ar 0 —~ 2 a?o —…一 sa:$ n _ 2> — ) 

+. 

+ o b _ i [5 X ( s ) — aro ] 

-ba n X(s)=F{s) 

即 

( s n + OiS n ~ l +." + a n -iS + a „) X ( s ) 

= F(s) + (^ n-1 +ais re- 2 十 … 十怎❶ 

+ (s n _ 2 +a t s n - 3 +". + « n _ 2 )ar ； ) +".+ic c ( r 1 * 

或 

A(s)X(s)=F(s)+B(s) 

其中 4( s )、 BO ) 和郡是已知多项式，由此 

w 〜、 F ( s ) + B ( s ) 

X (5)= ― 1(7) — 

这就是方程 (4. 32) 的满足所给初始条件的解 a 0) 的象函数.而 
x ( t ) 可直接査拉普拉斯变换表或由反变换公式计算求得.下面举 
几个用这种方法解方程的例子. 
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例 12 求方程满足初始条件 <0) = 0 的解. 

解对方程两端实行拉普拉斯变换，得到方程的解的象函数 
所应满足的方程： 


sX(s)-a?(0)-X(s) = -^ 

s — 2 

由此，并注意到3?(0)=0,得 

X (S) = U — 1;0 —2 广占 -占 

直接查拉普拉斯变换表，可 得一% 和的原函数分别为 e 2 * 和 

s — Z S —— 丄 

e 4 * 因此，利用线性性质①，就求得 XO ) 的原函数为 

ar( t = c 2 ( — e ‘ 

这就是所要求的解. 

例13求解方程+2 〆 — c" ， J a :( l )= x ’（ l ) = 0. 

解先令 r = f — 1，将问题化为 

x n +2x f +x = &~ ir + l \ a;(0)=a; , (0)=0 

再对新方程两边作拉普拉斯变换，得到 

s z X{s)[2sX{s)~VX{s)^- l —~ 

s 十 1 e 

因此 


X ( s ) = 




e 


査拉普拉斯变换表可得 


x{r ) = 


r 2 c 


从而 


①见附录1§2, 
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这就是所要求的解. 

例14求方程的满足初始条件 ar (0> 
= a ;'(0) = ^'(0) = 0 的解 • 

解 对方程两边施行拉普拉斯变换得 

(5 3 +3s 2 + 3s+l)XO) = i 

S 

由此得 

X(s)= . -^-3 

s(s + l) 

把上式右端分解成部分分式 


s(s +1) 3 s s f 1 (s+1) 2 (s + 1) 3 

对上式右端各项分别求出（査表)其原函数，则它们的和就是 X (5) 

I 

的原函数 

= « 2 6 ~* = 1 - 4-(< 2 + 2 « + 2 ) e - ‘ 


这就是所要求的解 • 

例 15求解方程 a :”+ a 2 $ = 6 sinaf ; a ?(0) = 37。， /( O ) ==疋{， 
其中 a , 6 为非零常数. 

解 对方程卖行拉普拉斯变换，得到 

s 2 X(s)—x 0 s — 4 + a 2 X(s)=^^ 


即 

把上式右端第一项分解为部分分式： 


ab 

(S 2 十 flf 2 ) 2 


6 f 1 s 2 - o 2 ] 

2i\^+a z ~ \~s z + a 2 ) 2 J 
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千是 


Xis)=Z Ta 


s 2 —a 2 


s 2 + a 2 


O 2 +a 2 ) 


+ 怎 o 


s 2 +a 2 




2 


■ 


2a 


s 2 +a z 


r — Ct 


(s 2 +a 2 ) 2 


-fa; 


s 2 +a 2 



x 0 


2 


由拉普拉斯变换表可求得 


怎⑴ 


b 


2a 2 


- (sinai —at cosat) -i-^ocosat -i~-^sinat 


2a 2 


[(64-2aa?i ) sinat -i-a(2ax 0 ~bt) cosat] 


此即为所要求 的解. 


4.2.4 质点振动 

振动是日常生活和工程技术中常见的一种运动形式.例如钟 
摆的往复摆动，弹簧的振动，乐器中弦线的振动，机床主轴的振动, 
电路中的电磁振荡等等.振动问题的研究,在一定条件下,可以归 
结为二阶常系数线性微分方程的问题来讨论.下面我们以第一章 
里所举的力学典型例子数学摆作为具体的物理模型，利用常系数 
线性方程的理论，讨论有关自由振动和强迫振动的问题，并阐明 
有关的一些物理现象.至于 R - L - C 电路中的电磁振荡完全可以 
同样地加以讨论. 

(1) 无阻尼自由振动 

考察数学摆的无阻尼微小自由振动方程 

朵十=0 a ⑻ 

记 f = o 2 , 这里 cd > o 是常数 ， a 18) 变为 

穿+山> = 0 (4.39) 

4 

d 
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这是二阶常系数齐线性方程，它的特征方程为 


A 2 十= 0 


特征根为共轭复根 


又 3 , 


士 cai 


因此，方程 (4. 39) 的通解为 


<p — CiCoscot+C2sincL>t 

其中心以为常数.为了获得明显的物理意义，令 


(4.40) 


sinO 


n/cJ +c| 


， cosd 


\/cf + c| 


因此，若取 


A = n / c\ + 


arctg-^ 

c 2 


则 （4.40) 可以写成 


<P 




coscot 


\/c$ 十 c 


sincot 




A(^ sinOooscot -r cos0 sin ) 


即 


<p = ^4sin iot + 0) 


(4.41) 


这里木 0 代替了 c 2 作为通解中所含的两个任意常数. 

从通解 （4. 41) 可以看出，不论反映摆的初始状态的 J 与0为 
何值，摆的运动总是一个正弦函数，它是《的周期函数（参看图 
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囹 （4. 1) 


\ 



(4.1)). 这种运动称为简谐振 动* 振动往返一次所需的时间称为 
周期，记为八这里单位时间内振动的次数称为频率，记 

03 

作 V ，这里= 而 o ? = 2 jtv 称为圆频率.从而得出结论: 

数学摆的周期只依赖于摆长？，而与初值无关 • 

此外，摆离开平衡位置的最大偏离称为振幅.数学摆的振幅 
为而0称为初 位相. 这里，振幅和初位相都依赖于初始 条件. 

如果把数学摆移至位置炉=炉。处,然后突然松开，使其自由摆 
动，这就相当于给定如下的初始条件： 

右= 0时，炉= 9?0, ^" = 0 (4. 42) 


把 (4. 42) 代入通解 (4. 41)，得到 

( p\t ^0 — Asm 6 ^ qp 0 


dq> 

Tt 


= A.CO CO30 — U 

= 0 


于是得初位相 0 振幅 / 二 9^ 因此， 所求的特解为 


q > = ^ osin ( cot - f * 


2 


<Po cc >sCt>i 


(2) 有阻尼自由振动 

从通解 U . 4 l ) 可以看到，无阻尼的自由振动是按正弦规律作 
周期运动，摆动似乎可以无限期的进行 下去. 但是，实际情况并 
不是如此，摆总是经过一段时间的摆动后就会停下来，这说明我们 
所得的方程并没有完全反映物体运动的规律.因为空气阻力在实 
际上总是难免的，因此必须把运动阻力这一因素考虑进去，从而得 
到第一章已推导过的摆的有阻尼的自由振动方程 


d 2 <p 



9 


I 


cp = 0 


a i9) 
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记！ =2 n ，4* = o 2 , 这里是正常数 ， （ L 19) 可以写成 

m I 


w ^ 2n % +ca2<p ^° (4 . 43 ) 


它的特征方程为 
特征根为 


A 2 + 2wA + 6) 2 = 0 



(4. 44) 


对于不同的阻尼值 w ， 微分方 程有不同形式的解,它表示不同的运 
动形式，现分下面三种情况进行 讨论： 

0) 小阻尼的情 形：即 «< o > 的情形，这时乜/1 2 为一对共辄 
复根，记则 

又 1，2= 士 


而方程 (4. 43) 的通解为 

9? = e~ K *(cj coso>i t + c 2 sinG)j O 

和前面无阻尼的情形一样，可以把上述通解改写成如下 形式： 

<p = AQ ^ nt sin ( co l t ' i - e ) (4.45) 

这里成 0 为任意常数. 

从 (4. 45) 可见，摆的运动已不是周期的，振动的最大偏离随着 
时间增加而不断减小，而摆从一个最大偏离到达同侧下一个最大 


偏离所需的时间为？ 7 图 a 2) 表示函数 （4. 45) 的图形，图 

上虚线是 (P = Ae ~ ttt 的图形.而实线表示摆运动的偏离随时间变 
化的规律，它夹在两条虚线中间振动.因为阻尼的存在，摆的最大 
備离随时间增大而不断减小，最后摆趋于平衡位置 <P = 0 . 

( ii ) 大阻尼的 情形： 即》>«的情形，这时 AdCO , 特征 
方程 (4. 44) 有两个不同的负实根•方程 (4. 43) 的通解为 

<p — €iQ Ait +C〆 2 * 


(4.46) 

會 1^9 p 






(4.2) 


这里 ChC 2 是任意 常数. 

从 ( 4 . 46) 可以看出，摆的运动也不是周期的，因为方程 

0 = Cie Al< + c 2 e Aa< 

对于 《最多 只有一个解，因此，摆最多只通过乎衡位置一次，又 


因为 

dq > 

k 


故从 

dq > 


dt 




e^ ( [c 1 A 1 +c 2 A 2 e<^^> # ] 


得知，当 < 足够大时，$•的符号与 C , 的符号相反.因此，经过一 


段时间后，摆就单调地趋于平衡位置，因而在大阻尼的情形，运动 
不是周期的，且不再具有振动的 性质. 摆的运动规律 (4. 46) 的图 
形如图 （4.3) 所示 • 


( iii ) 临界阻尼!的 情形： 即 © 的情形，这时特征方程 
(居^“有重根七^七^一瓜方程 u . 43 ) 的通解为 

9? = e -n *(ci + c 2 0 (4.47) 

这里 A , c 2 是任意常数. 

d 
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m (4.3) 


从 (4. 47) 可以看出，摆的运动也不是周期的，它的运动规律 
(4.47) 的图形和图 （4. 3) 相类似.摆也不具有振动的性质.数值 
m 称为阻 尼的临界值， 这一数值正好足够抑制振动.这里临界 
值的意思 是指： 摆处于振动状态或不振动状态的阻尼分界值，即 
当时，摆不具有振动性质，运动规律如图 （4. 3) 所示.而当 
时， 摆具有振动性质，运动规律如图 （4. 2) 所示. 

以上谈到的无阻尼自由振动和有阻尼自由振动都属于自由振 
动，它对应于一个二阶常系数齐线性方程.当一个振动系统述经 
常受到一个外力作用时，这种振动称为强迫振动.最常见的外力 
往往是按周期变化的.这里考察周期外力特别是按正弦变化的外 
力作用下的强迫振动.我们仍以数学摆为例. 

(3) 无阻尼强迫振动 

数学摆的微小强迫振动方程可写为 

—iyF(0 (1, 20) 

dt 1 m dt l m l 

考察无阻尼强迫振动，即的情形.令 设^^ = 


ffsinpl 丑为已知常数 j 为外力圆频率.这时 (1. 20) 变为 



~ho 2 <p — II sin pt 


(4.48) 


方程 (4. 48) 的对应 齐线性方程的通解为 

<p — Asiu {cot + 沒） ( 4 . 41) 
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这里 4 0是任意常数.现求 a 48) 的一个特解.如果则 
(4. 48) 有形如 

$ = Mcospt 十 Nsinpt (4. 49) 

的解，这里 I ，#是待定常数.将 (4. 49) 代入 (4. 48)，比较同类项 
系数，得到 

见 = 0 ， N = h 

CO —〆 

因此，方程 (4. 48) 的通解为 

q > — Asin^cot f 0) + 了 siny 《 (4. 50) 

co — 

这个通解 (4. 50) 由两部分组成，第一部分是无阻尼自由振动的解 
Asin ( a > t + Q ), 它代表固有振动，第二部分是振动频率与外力频率 

相同，而振幅不同的项它代表由外力引起的强迫 

h 

振动 • 从 (4. 50) 还可以看出，如果外力的圆频率愈接近固有圆 
颊率叫 则强迫振动项的振幅就愈大. 

如果 V = 讼 、则 （4. 48) 有形如 

^=t (Mcoscot + Nsina>t} 

的解，将它代入 （4. 48)，比较同类项系数得到 



2 co 


N = 0 


因而，方程 (4. 48) 的通解为 


<P 


= i4sin (^ot 6) — 


2co 


c oscot 


(4.51) 


(4. 51) 表示随着时间的增大，摆的偏离将无限增加，这种现象 
称为共振现象.但是，实际上，随着摆的偏离的增加，到了一定程 
度，方程 (4. 48) 就不能描述摆的运动状态了. 

(4) 有阻尼强迫振动 
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这时摆的运动方程为 

= ff sinpt (4* 52) 

at at 

根据实际的需要，我们只 W 论小阻尼的情形，即的情形.这 

时 (4. 52) 的对应齐线性方程的通解为 

<p = Ac^^sin ( o>\t -f 0) (4* 45) 

这里是任意常数 ，叫 = 7^? (见 (2) 有阻尼自由振动中的 
情形 ( i )). 

现求 (4. 52) 的一个特解，这时可以寻求形如 


— Mcospt Nsinpt (4. 53) 

的特解，这里是待定常数.将 (4. 53) 代进 (4. 52)， 比较同类 
项系数，得到 


M 


2npH 


( 6> 2 — /? 2 ) 2 + 4 n 2 p 


N 


(o 2 -p 2 )ff 


( co 2 ~ p 2 y + 4 n 2 p 


为了获得更明显的物理意义，令 


M = H*sinG *， N = H^oos6* 


即令 


H ^ = ^/ M 2 + N 2 


V (6) 2 — P 2 ) 2 + 4bV 


(4 54) 


tg = 



这时 a 53) 可以写成 

^ = + 丑 * cos0*sin 少亡 +0*) 

因此， a 於）的通解为 


H 


史 Binioy.t +$) +-^=— _== 51 „ (pt+O*) 


(4. 55) 
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从 (4. 55) 可以看到，摆的运动由两部分叠加而成，第一部分是 
有阻尼的自由振动，它是系统本身的固有振动，它随时间的增长 
而衰减,第二部分是由外力而引起的强迫振动项，它的振幅不随时 
间的增长而衰减.因此，考虑强迫振动 W * 主要就考虑后一项 

(« 2 — y 2 ) 2 + 4 w 2 严明，它与外力的频率一样’但相位和 
振幅都不同了. 

我们现在来研究外力的圆频率 JP 取什么值时所引起的强迫振 
动项的振幅达到最大值 

从 (4. 54) 看出，只需讨论当 p 取何值时 ( V -?) 2 + 4 n 2 〆 达到 
最小值即可.为此，记 = /) 2 + 4心 2 ,将它对》求导 

数，并令导数等于零，得到 


^(p) = — 4^(ct) 2 —^ 2 ) +8« 2 ^ = 0 

因此,只要2« 2 <0) 2 ,即只要阻尼很小时，就解得 

_ % 

f — ^/ o 2 — 2 n 2 

而当夕取此值时，我们有 O "( P ) = Bp 2 >0, 因而000在 


(4.56) 


2 n 


时达到最小值. 


把 （4. 56) 代入 (4. 54)，得到相应的最大振幅值为 


H 


H 


max 


V 4 m 4 + 4 n 2 (( D 2 —2 n 2 ) 2 «V co 2 ~ n 2 


就是说，当外力的圆频率 P 2 W 2 时,强迫振动项的振幅达 

到最大值，这时的圆频率称 为共振频率， 所产生的现象也叫 共振现 

象. 

在发生共振现象时，一个振动系统在不太大的外力作用下会 
产生很大振幅的振动，以致引起破坏性的效果.例如一个电动机 
固定在一个能作弹性振动的座台上，电动机转动时产生出周期性 


_ 
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的力，这力摇动座台，使座台处在强迫振动的状态中，当外力的频 
率接近于固有频率时，假定在无阻尼的情形，就会发生共振现象, 
电动机传给座台很大的能量，因而座台振动的振幅能够增大到使 
座台损坏的程度.因此，在工程技术中往往要尽量避免共振现象 
的发生.但是，只要我们掌握共振的规律,也可以利用共振为我们 
服务.例如，收音机的调频就是利用共振的作用，乐器的沟造也是 
利用共振的原理. 


习题 4.2 


1. 证明定理8和定理 9. 

求解下列常系数线性方程 (2 〜 21): 

2. x ⑷ 一 5a^ + 4;y = 0 

3. 一 3 似々 + 3ct 2 a;’ ~a s x—Q 

4 . x ( 5 ) - 4x f// = 0 

5_ ^ + + = 0 

6, x f/ -^x = 0 

7, —a 1 s = t-\-l 

8, 4^ + 5® / ~2z = 2«+3 

9 * x u> ^-3 

10. x /r/ —x = cos t 

11. — 2 怎 = 8sin2i 

12. a/ r/ —x = e* 

13. s^+2as f +a 2 s=e i 

14. a^ + 6a/ + 5or=e 2 * 

15. —2^ + 3^ = 6"* cos t 

16. x^+x= sin < —cos2< 

17 . —4x r + 4a = e* +e 2 * +1 

18. + = t sinZt 

19. —2x 9 +2^r = tG^ost 

20. x^-\-x = ] 

sin 3 i 
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21. +； T = 1 - : - 

8111 t 

22. 求 $ = 0的通解， 

23* 求方程《 2 ^— 4 以 +6 o ;= f 的通解 • 

24. 求方程 —^+2 a = nd 的通解. 

25. 求方程 x /jt + 9 x ^ 6 c $ \ x ( 0 ) ~ x f (0) =0 的解. 

26* 求方程 $( 4 ) + x = 2 e ; ， 冗 （0) — x r (0) = x f/ (0) — x m (0) =1 的解. 
27. 试解第一章 §1.1 例 3 中 及 - i - C 电路方程 

互翌 + 丄 = 0 

di- L dt + LO — 


28. 火车沿水平的道路运动.火车的重量是 P ， 机车的牵引力是 F ， 运 

动时的阻力 W=a + bV , 其中 a 、 &是常数，而 F 是火车的 速度; 5是走过的路 
程.试确定火车的运动规律，设 i =0 时汉 = 0 ,K = 0- 

29. 设史⑴ 是方程 V +& 2 0：=^(0的解，其中为常数，函数 f ( t ) 于 
0< f < + co 连续， 试证： 

(1) 当时能够选择常数以，〜的值，使得 

c 1 rt 

^p{t) —CiCoskt -i-^sinkt -f — sinkCt ~5 ) ⑻ ds 

1 c fl? J o 

(0< f < + co ) 

(2) 当 fc =0 时方程的通解可表为 

x = Ci + c z t + [ (t—s)f(s)ds < + co) 

J o 

其中 c i \ c z 为任意常数. 


§4.3 高阶方程的降价和幂级数解法 

_般的高阶微分方程没有普遍的解法，处理问题的基本原则 
是降阶，利用变换把高阶方程的求解问题化为较低阶的方程来求 
解.因为一般说来，低阶方程的求解会比求解高阶方程方便些. 
特别地，对于二阶(变系数)齐线性方程，如能知道它的一个非零特 
解，则可利用降阶法求得与它线性无关的另一个特解，从而得到方 
程的通解;对于非齐线性方程，只需再运用常数变易法求出它的一 
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个特解，问题也就解决了.因此，问题的关键就在于寻找齐线性 
方程的一个非零特解.本节主要介绍一些可降阶的方程类型和求 
特解的幂级数解法. 

4.3.1 ' 可降阶的一些方程类型 

w 阶微分方程一般地可写为 

x\ =0 

下面讨论三类特殊方程的降阶问题. 

1) 方程不显含未知函数 A 或更一般地，设方程不含 A 
即方程呈形状： 

…， a : ⑻ ）=0 (1< A 7<«) (4. 57) 

若令 x ⑴％ 则方程即降为关于 y ^ n - k 阶方程 

= 0 (4.58) 

如果能够求得方程 (4. 58) 的通解 

穸 = 炉 （之 ， C i ， C 2， …， C n 4 ) 

即 

Z (k> =(f Ct, c u c 2 , c B _*) 

再经过&次积分得到 

x~i}}(t, c u c 2 , … ， c„) 

其中 Cl ， c 2 ，…，为任意常数.可以验证,这就是方程 (4. 57) 的通 

解. 

特别地，若二阶方程不显含$ (相当于 «=2, A ; = 1 的情形)，则 
用变换/ 便把方程化为一阶方程. 

例 1 求方程 = 0 的解- 
解令 = 则方程化为 
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这是一阶方程，积分后得 ¥ 二 Ci ， 即 == cf . 于是 

a; —Cii 5 + c 2 i 3 -rc 3 ^ 2 + c 4 i -i-c 5 

其中 c 2 ，…， c 5 为任意常数，这就是原方程的通解. 

2) 不显含自变量 〖的 方程 

F (^ x t x r t ••*, x <B) ) ~0 (4. 59) 

我们指出，若令 x ^ y , 并以它为新未知函数，而视 a : 为新自变量， 
则方程就可降低一阶. 

事实上，在所作的假定下， 〆 尝 〆 塞， 〆 ”= 

y(^f 髮 I ，…，采用数学归纳法不难证明，可用#， J ， …， 

■表出 ( fc < rO . 将这些表达式代入 (4.59) 就得到 

， ♦，塞，…， 

这是关干: r , y 的 《 — 1阶方程，比原方程 (4. 59) 低一阶. 

例总求解方程灯" +< y ) 2 = o 

解令 x ’= y ， 直接计算可得，于是原方程化为 

呼塞+ 〆 =0得到 y = 0 或 + y = 积分后得^ = +，即 〆 == 

— ,所以 * 2 = c 1 f + o 2 ( c 1 = 2 c ), 这就是原方程的通解. 

X 

例3求数学摆的运动方程 

S — “ 17 ) 
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满足初始条件 ： Z =0时，= <Po>0, ^- = 0 的解. 


m 令卵这 w *， 方程 ( 1 . 17 ) 变为 

p 告一 l sin(p 

积分之，得到 

•^-p 2 =-y-(cos9? + <?i) 


或者 

K ^ y^-jCcosp + c ,) (4.60) 

这里 A 是任意常数.用初始条件代入 (4. 60)，得到 A -： — cos 外. 
于是 (4. 60) 变为 


将上式开方得到 


COS 炉 0) 


d <p 

dt 



,^/^>/cos<p — cos9?o 


(4.61) 


我们先讨论摆从最大的正偏离角 <P = < P , 到最大的负偏离角史= 
-< Po 之间的第一次摆动的情况，这时^■<0，（4.61)的右端取负 

号，得到 

(4.62) 



将方程 (4. 62) 分离变量，然后积分，并计及初始条件即得 



d <p 


n / cos ^? 




COS<Po 






t 



(4.63) 


令 


■ 
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dtp 

\/cos <p — cos9?o 


则 （4. 63) 可写为 

t^ t =JJ-\ V - 7 =-^~ ( 4 . 64 ) 

v 2ffJ 0 V cos^^ cos 仏 

这里 《 o 是代表摆从最大正偏离角炉=史0第一次到达 9? = 0 所需的 
时间.经过2纟。的时间，摆到达最大负偏离角的位置炉==—外，然 

后，摆又开始向右端运动，这时$>0， （4, 62) 式已不能描述摆的 


运 动了. 故所得的解(4.64)只适用于0<^<2«。的区间.对于《 = 

2« 0 之后的一段时间 （4. 61) 的右端取正号，得到方程 

1 


d<p 

dt 


cos9? —cos9?o 


积分之，并注意到此时初始条件为《二2“时 tp = —抑 ，得到 


<P 


d<p 


i 


P 0 


j ■ ■ I I ■——— 

V COS <p — COS (po 


u 


0 



2g 


dt 


( t 一 21 q ) 



2 夕 


再注意到 



P* 


dq) 




n/ COS<p — COS<J?o 



d(p 


V cos 史 — cos <p 办 


可将 (4. 65) 写为 


(4.65) 


t — 3 1 




_ dqp _ 

n/ cos<p — cos<J?o 


( 4 * 66 ) 


当 Z =4“ 时，摆又回复到史=抑，然后又向左端运动. （4. 66) 在区 
间上适用.在区间上摆的运动又由方程 
(4. 62) 描述，摆在炉=炉0和？^ —妒0 之间作周期性的摆动 * 所以， 


我们只需就区间讨论摆的运动已足够了*摆从 9 二如 
到炉=一妁的摆动情况由方程 UA 4) 描述；而摆从炉=一妁再到 
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炉=抑的摆 动情况由方程 (4.6 b ) 描述.积分「 广 是 

^^V cas ^ - cos^o 

不能用初等函数表示出来的，这是一个椭圆积分.我们可将这里 
得到的结果与前面用炉近似 sinp 所得的线性方程的结果作一个 
比较，就知此处非线性的情形比线性化了的傭形复杂得多了. 

3) 齐线性方程 . 

d H X . 《 /A 0\ 

•^j-4-ai + ••*4-o„(O^= ： 0 (4.2) 

我们知道，方程 (4.2) 的求解问题归结为寻求方程的《个线性 
无关的特解，但如何求这些特解呢？没有普遍的方法可循这是 
与常系数线性方程的极大差异之处.但是我街指出，如果知道方 
程的一个非零特解，则利用变换，可将方程降低一阶;或更一般地， 
若知道方程的&个线性无关的特解，则可通过一系列同类型的变 
换，使方程降低&阶.并且新得到的阶方程也是齐线性的. 

事实上，设 A 是方程 (4. 2) 的& 个线性无关解，显然 
%吴0, i -1,2, …， Ar . 令 x = 直接计算可得 

十 〆 d 

x n — x k y n 4 - 2x\y f + xly 

崇## ■#* 醬#. ■攀 • 

^< n >= x k ?/ n) + nx r L .^ n ~^ +^zIlo( n ， 2 > + … + xl^y 

将这些关系式代入 (4. 2)， 得到 

^ (n) + Lnx^+axit + …+ 

+ K n> + ⑽广 0 + …+ cp ra = 0 

这是关于汉的《阶方程，且各项系数是《的已知函数，而 g 的系数 
恒等于零，因为 h 是 (4. 2) 的解.因此，如果引入新未知函数 ;s = 
y \ 并在 心关 0的区间上用 h 除方程的各项,我们便得到形状如 

/ 叫 + 卜⑴产”十 … +KO2 = 0 (4.67) 
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的》—1 阶齐线性方程. 

方程 (4.67) 的解与 （4. 2) 的解之间的关系，由以上变换知道为 
Z = V ’ ，或$ 2 办.因此，对于方程( 4 . 67 ),我们就知道 

它的个线性无关解々, hi , 2,…，疋一 1. 

事实上， A , 々，…，是方程 (4. 67) 的解，这一点是显然的. 
假设这 &一1 个解之间存在关系式 

a { z x + a z z 2 H - h «卜 - 1 三 0 

或 

ai fe) +a2 &J +•••+〜 

其中免，〜…，05^是常数.那么，就有 

051 (&)柄 (?) +… +〜- 1 (^ r) s_0!fc 

或 

+a 2 ar 2 + … +C4-1 怎卜 1+0^：^ 三 0 

由于$1，怎2，•••，$*线性无关，故必有 = 0 ^ 2 二… — 05*. — 0,这 JSft 是 
说 A ， 心，…， A -1 是线性无关的. 

因此，若对方程 (4. 6 7)仿以上做法，令 z ^ z k ^ udt , 则可将方 

程化为关于《的《 — 2阶齐线性方程 ， 

(4. 68) 

并且还知道方程 (4. 68) 的 h - 2 个线性无 关解： 

— ) i = 1，2， … ，左-2 

由上面的讨论我们看到，利用&个线性无关特解当中的一个 
解％，可以把方程 (4. 2 )降低一阶，成为 1 阶齐线性方程 (4. 
67)，并且知道它的 A — 1个线性无 关解； 而利用两个线性无关解 
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则可以把方程 (4. 2) 降低两阶，成为 n -2 阶齐线性方程 
(4. 68)，同时知道它的 jfc — 2个线性无关解.依此类推，继续上面 
的做法,若利用了方程的免个线性无关解%则最后我们 
就得到一个 n - k 阶的齐线性方程.这就是说把方程 (4.2) 降低了 

右阶. 

特别地，对于二阶齐线性方程，如果知道它的一个非零解，则 
方程的求解问题就解决了. 

事实上,设 $ = 是二阶齐线性方程 

杂+?⑴尝+?(00 (4.69) 


的解，则由上面讨论知道，经变换 : r = a 办后，方程就化成 


ari^ + [2a?i + p(O^i]^ = 0 


这是一阶线性方程.解之得 


1 - f 


因而 


x = xi [ci dt~\ 

J ^ I 


(4.70) 


这里 c , q 是任意常数. 

取 Cl = 0, c = l , 我们得到方程 （4. 69) 的一个 特解: 


㈣ , [4 


JpU'idt 


dt 


它与 A 显然是线性无关的，因为它们之比不等于常数(见习题 4. 1 
第1题).于是，表达式 U . 70) 是 （4. G 9) 的通解，它包括了方程 
(4. 69) 的所有解. 

例4已知2： = ^是方程十的解，试求方程 
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的通解. 


m 这里 = I 由 （4. 70) 得到 



sin i / 


Cl +c 





sin 


(Cl —CCtgO 


Ci sin t —— Cco& t ) 


其中 c l5 c 是任意常数，这就是方程的通解. 


4. 3.2 二阶线 性方程的幂级数解法 

由上面讨论知道，二阶变系数齐线性方程的求解问题归结为 
寻求它的一个非零解.由于方程的系数是自变量的函数，我们不 
能象 §4. 2那样利用代数方法去求解但是，从微积分学中知道， 
在满足某些条件下，可以用幂级数来表示一个函数.因此，自然想 
到，能否用幂级数来表示微分方程的解呢？下面就来讨论这一问 
题.首先看几个简单的例子.按照微积分学的一般习惯，这里也 
以沒表示未知函数，而以$表示自变最. 

例 5 求方程 1=^— z 的满足初始条件 yW = o 的解. 

解 设 

y = a 0 ^ a l x + a 2 x 2 + … + … （4*71) 

为方程的解，这里 A(i = 0， l ，2, …，〃，…)是待定常数，由此我们有 

y f =a x J r2a 2 x J r + -h ••• 

将％ 〆 的表达式代入方程，并比较07的同次幂的系数， 得到： 

cfi = a 0? 2 a ^ a l — l , ka h = a k ^ u 左>3 

计及 y (0)=0, 就有0! = 00 = 0, a 2 ~ — Y ， «3= — 利用数学归纳 
法可以推得，一般地 一 4,代入( 4 . 71 )得 

n\ 
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1 + a ; — 


这就是所求的解.事实上，方程是一阶线性的，容易求得它的通解 

1,而由条件 2 K 0)=0 确定常数 c = — l , 即得方程的 

解为 ? j=l + x — &\ 

例6 求解方程 



= y—x, 7j(l)=0 


解同上例一样，以( 4 . 71) 形式上代入方程并比较 ar 的同次 
幂的系数，这时将有 

Oq ―― 0，01 ' —- Cl\ """ 1« Ttttfi — 0^ j 2 


因为不可能找到有限的 fln 故方程没有形如 （4. 71) 的解，事实上， 
直接解方程,可得通解为 

y = cx — x\n | x \ 

但若令 x =t + l , 那么就将上述初值问题化为 


d+0^=y-(«+i),y(o)=o 
这时仿例5的做法就可求得 


y = (1 + 0 ( — — 一 (l + f)ln(l + f) ， | 右 1 <1 


于是 

yz=x^^ t ( 一 1) B — —^―= 一 xlnx, x^>0 


这就是所求原方程的特解，相当于通解中取 c = 0. 
例 7 求初值问题 
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^= y - x f 
dx y ’ 


穸 （ 0 ) = 0 


的解. 

解 同前面一样，以级数 (4.71) 形式上代人方程并比较 a ; 的 
同次幕的系数，计及条件 ^(0)—0, 我们有£?。= 0, »! — 1 = 0, a 2 ~ a u 
o n + i = na ni •••, ^00 = 0, fli = 1, a 2 = l , •••, a n ：•••, 将 

这些确定的值代入 (4. 71) 就 得到： 


y = a : + + 2! a ? 3 + 3! ；r 4 + …+ »! ar n+ 1 + … 

此级数对任何》关0都是发散的，故所给问题没有形如 (4. 71) 的级 
数解. 

例8求方程 y 〃一2 ay -4 y = 0 的满足初始条件 y (0) = 0 及 
〆 (()）= i 的解. 

解 设级数 (4. 71) 为方程的解.首先，利用初始条件，可以得 
到 


因而 


Oq 0^ o ^ — 1 


穸=3： + <32怎 2 + 0 3 怎 3 + … + … 

y f = l + 2a%% + 3a^x 2 + … 十抑 〜；!： 71-1 + … 
gf 〃 = 2a 2 + 3.2fl^r+m + w(?z — l)flt n a^ 2 +.“ 


将 y ， y f ， y ” 的表达式代入原方程，合并 z 的各同次幂的项，并令各 

项系数等于零，得到： 

2(12 0 


3*2a 3 一 2 — 4 = 0 

4 _ 一 4^2 — 4ci2~0 


f! (?2 1 ) Ofi 2 (32 2)Ct n ^，2 2 ~ 0 


• 15 ^* 



即 



因而 




° 5 = 27 ? fl6=0 , fl 7 H ， 


«8 = 0 , a 6 


I? 




也即 


an+i= T*{k^irr^ a2k=0 


对一切正整数々成立. 

将％ ( i =0， l ，2, …）的值代回 （4. 71) 就得到 


y ~ x -\- x z “. H -- —-… 


1 + x 2 +— + …+^^^十 *•*) — 


这就是方程的满足所给初始条件的解. 

从上述例子看到，有些方程如例5和例8的解可表成 a ? 的幂 
级数，但另一些方程如例6和例7的解却不能表为 r 的幂级数形 
式，它们或者因为级数的系数无法确定，或者因为所得级数不收 
敛.究竟方程应该满足什么条件才能保证它的解可用幂级数来表 
示呢？级数的形式怎样？其收敛区间又如何？这些问题，在微分 
方程解析理论中有完满的解答，但因讨论时需要涉及解析函数等 
较专门的知识,在此我们仅叙述有关结果而不加证明，若要了解定 
理的证明过程，可参阅 B . M . 斯米尔诺夫著，叶彦谦译《高等数学 
教程》(人民教育出版社)第三卷第三分册第五章. 

考虑二阶齐线性方程 

(4.72) 

dx z dx 


及初始条件 yM = y 0 R <(3：。）= 〆 。的 情况. 
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不失一般性，可设 ％=0, 否则，我们引进新变量 A ， 经 
此变换，方程的形状不变，但这时对应于的就是 <0 = 0 了. 
因此，今后我们总认为 

定理10若方程 (4.72) 中系数和《(幻都能展成$的幕 
级数，且收敛区间为 kl <尽则方程 (4.72) 有形如 


CO 


y=y]a n x n 


(4.73) 


的特解，也以 I 到为级数的收敛区间. 

在例8中方程显然满足定理的条件，系数一 2 a : 和一4可看作 

是在全数轴上收敛的幂级数，故方程的解也在全数轴上收敛，这 
与例8的实际计算结果完全 一样. 但有些方程，例如 n 阶贝塞耳 


( Bessel ) 方程 


dx 2 


X 学 +(x 2 —n z )y 

dx 


0 


(4. 74) 


这里》为非负常数，不一定是正整数.在此 


， 9 (*^) — 1 — 


显然它不满足定理10的条件，因而不能肯定有形如 a 73) 的 

x 

特解.但它满足下述定理11的条件，从而具有别种形状的幂级数 

解. 

定理11 若方程 (4. 72) 中系数 p ( x ), 《 O ) 具有这样的性质， 
即灯 O ) 和& O ) 均能 展成; r 的幂级数，且收敛区间为 kl < 尽则 
方程 (4.72) 有形如 



oo 

sr^ 



即 


(4.75) 



的特解，这里 a 。 垆0氣《是一个待定的常数.级數 (4. 75) 也以 
< R 为收敛区间. 

例9求解《阶贝塞耳方程 (4.74). 

解将方程改写成 

d 2 y , I dy x 2 —n 2 0 

易见，它满足定理11的条件，且 zKz ) = l ，= 按: r 

展成的幕级数收敛区间为 一 + ° o ， 由定理11，方程有形如 




( Z + k 


(4.75) 


k = 


的解，这里 flo 浐0，而％和 a 是待定常数，将 (4. 75) 代入（4, 74) 
中，得 


X 2 y；(a ： ^)(a : l)a k x ^ k - 2 

i = 1 


\ h ) a k x 


k -1 


k 


+ (x 2 —n 2 )^2a k x 


a + k 


0 


A: =0 


把 0： 同幂次项归在一起，上式变为 


2][(m)(a r A? — 1) + (a + 左） ~n^\a k x 


«+Jfe 


iff = 0 


十 > ] 


a+fc +2 


0 


A =0 


①若 = 或更一般地， ai =0, i =0,1，2, _“， m — 1，但 am ^ O , 则引入记号卢 


a + m ，= 贝 1 J 


y 




X n ^X 




m 


k =0 


k 


II 


b , dm 尹0, 而# 仍为待定常数. 


* 159 • 


令各项的系数等于零，得一系列的代数 方程： 

! fl 0 [ os 2 — » 2 ] = 0 

ai [( ce + 1) 2 —《 2 ] = 0 

Ojt[(0£+ft) 2 — ft 2 ] +fl fc _ 2 = 0 

疋= 2, 3,… 

因为 a 。 关0,故从 ( 4 .76) 的第一个方程解得 a 的两个值 

C 5 = K 和 < z = — n 


(4,76) 


先考虑 a = n 时方程 (4. 74) 的一个特解.这时我们总可以从 
(4. 76) 中逐个地确定所有的系数％.把0£ = «代入 （4. 76)，得到 

fii = 0， 



dk -2 

办 （2 ?z + A ;)’ 


A ; = 2, 3,… 


或按下标为奇数或偶数，我们分别有 


从而求得 


dZJc 


^2Jb^ 1 


«2 Jt 


( 2公 + 1 ) ( 2 /i + 2必十 1 ) 


2 k (2 n ^-2 k ) 


k ~ 1, 2, 


a 2 h 




0, 


k~l 7 2 ? 


« ■ 




a 0 


2 2 -1(» + 1) 


«4 


( — l ) 2 


«o 


2 4 _2!(n + l)(n + 2) 


a — ( _lY _!l0__ 

6 2*^31(»十1)(?2 + 2)(71 + 3) 

一般地 

aii==( '~ 1 - >i ¥ l kl(n^l)(l {-2)^(n^k) f 心二 1 ， 2 , 

将各 I 代入 ( 4 . 7 S ) 得到方程 ( 4 . 74 ) 的一个解 
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是由贝塞耳方程 (4. 74) 定义的特殊函数,称为 7* 阶贝塞耳函 

数. 

因此，对于《阶贝塞耳方程，它总有一个特解为了求 
得另一个与线性无关的特解，我们自然想到，求— n 时方 
程 (4. 74) 的形如 


V2 — y^a t a：" w+t 

Jfc = 0 

的解，我们注意到只要《关非负整数，象以上对于时的求解 
过程一样,我们总可以求得 

①函数 r («) 定义如下： 

当在>0时， r ( s )= 当 5 <o 且非整 数时， 由递推公式 ru)= 

^- ru + i ) 定义. 

Q 

ru ) 具有性质： 

ru+i)-^ru); rcn+D-nt, « 为正整数 . 
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_ 1 ™ 0 ? k — 1^ 2, 


… (-左 =1 ， 2 , 

使之满足 (4. 76) 中的一系列方程，因而 


搴# 睿 


Vi = a 。 怎 1+ 〉 ] 


Z 2 k k [{ 




( — l) fc flp 
1)( — nj ' 


2 右 


2)^*( — n + Jc ) 


(4. 78) 


是 (4_ 74) 的一个特解.此时，若令 


Oo 


r( 




I) 


则 (1 78) 变为 


V 2 


+ ㈠ ” 

！ r ( —— 花 + a +1 ) 


2k 


J - n { x ) 



nOO 称为 一 《 阶贝塞耳函数. 

利用达朗贝尔判别法不难验证级数 （4. 77) 和 （4. 78) 对于任何 


T 值(在 （4.78) 中^关 0) 都是收敛的，因此，当非负整数时， 


J / x ) 和7^00都是方程 （4. 74) 的解，而且是线性无关的，因为它 
ri 可展为由$的不同幂次开始的级数，从而它们的比不可能是常 
数.于是方程 (4. 74) 的通解可写为 

y^c l J n {x)-\c^J . n {x) 

这里 c 1) C 2 是任意常数. 

当《 =自然数，而 a = — w 时，我们就不能从 (4. 76) 中确定 a 2fc 
(*>«), 因此不能象上面一样求得方程的通解.这时可以用 4. 3. 1 
介绍过的降阶法，求出方程的与线性无关的特解.事实上， 
由公式( 4 . 70) 直接得到方程( 4 . 7 4 )的通 解为： 

T / \ L f 1 ~ f—d X j 

y — J n(^) Cl + c 2 j 72 ( 怎 ) e X 办 
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Jn( X )i Ci +C 2 


j* 


dx 


xJlix ) 


其中 q ， c 2 是任意常数. 


例 10 求方程 a ； yK +(4/ 
解引入新变量《 = 2心我们有 




沒= 0的通解. 


dy _ dy dt 
dx dt dx 


§y_ 

dt 


d 2 y d 


dx 


dt 


4 ) 




dt _ 4 d 2 y 


dx 


dt 


将上述关系式代入原方程，得到 




(4.79) 


3 


这是 a 的贝塞耳方程.由例 9 可知，方程 (4. 79) 的通解可表 


为 


y — C\J 3 ( f ) + C<iJ 3(0 

___ 

5 5 


代回原来变量，就得到原方程的通解 

t / = c l J ^(2 x ) + c 2 J 3 (2 a :) 

5 5 

其中 Ci ， C 2 是任意常数. 


4.3.3 第二宇宙速度计算 

作为这一节的应用,我们来计算发射人造卫星的最 小速度，即 
所谓第二宇宙速度.在这个速度下，物体将摆脱地球的引力， 象地 
球一样绕着太阳运行,成为人造行星. 

让我们首先建立物体垂直上抛运动的微分方程. 以 i 和 m 分 
别表示地球和物体的质量.按牛顿万有引力定律，作用于 物体的 
引力 P (空气阻力忽略不计）为 
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F = k 


mM 



(4.80) 


这里 r 表示地球的中心和物体重心之间的距离， & 为万有引力常 
数.因此,物体运动规律应满足下面微分方程 

d 2 r 7 mM 

—k ―^ 


或 



(4. R 1) 


这里的负号表示物体的加速度是负的. 

设地球半径为/2(/? = 63 x 10 5 米），物体发射速度为 F 。， 因此， 


当物体刚刚离开地球表面时，我们有 r = R ，~= Vo , 即应取初始条 

件为 


当 i = 0时 ， r = 72, 


dr 


dt 


=V o 


方程 a 81) 不显含自变量《，应用 4.3. 1讨论过的方法，即令 
^=1把方程降阶成为一阶方程 . 


解得 


v dV 

dr — 



M 




注意到这时初始条 件为： 

V^Vo 

利用这些数据即可决定常数 c : 



rrrtTTTt 

因 rfii 
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(4. 82) 


因为物体运动速度必须始终保持是正的，即+>0,而随着 r 的不 


断增大， 量# 变得任意小.因此，由式 (4. 82) 看到，条件¥>0要 
对所有的 r 都成立，只有不等式 

VI 


或 



2TcM 


成立.因而最小的发射速度由下面式子决定 


厂0 = 



(4.83) 


在地球的表面，即 r =丑时，重力加速度为 ^(^ = 9.81 米/秒 2 )由此 
根据 (4. 80), 就有 



于是 kM = gR 2 m 以此代入 (4.83) 得到 

V 0 — ^ s /2 gR = V 2 x 9.81 x 63 x 10 6 ^11.2 x 10* 米/秒 

我们通常所说的第二宇宙速度指的就是 ^0 = 11-2 公里/秒这个速 


习题 4.3 


求解下列方程 （1 一 6): 


2x 


〆 这里 〆 




dx 

di 


d 2 x 

dt 1 


以下同) 


2. x〆 一 W+U') 3 = 0 
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3. ? + ■丄 (斤=0 

I —x 

4. 1 — Or ') 2 =0 

5. ax // + [ l + ( x r ) 2> Y n = 0 (常数 a ^ O ) 

6. x ^-^ x f ^( x f y = 0 (提 示： 方程两端除以 〆 ） 

Z 

用幂级数解法求解下列方程 (7 — 9): 

7. 〆’ + ix’ +x = 0, x(0) =0, x r (0) =1 

8. x 々一 tx = 0, x(0) — 1, x f (0) =*0 

9. x r/ — tx r —x = 0 

10. 求解贝塞耳方程 

卜/十 ！〆 + ( f 2 — (提示：^ 

11. 一个物体在大气中降落，初速度为零，空气咀力与速度的平方成正 

比例，求该物体的运动规律. 

12. 试证： 对于二阶齐线性方程 

方夕 + pU)〆 + q ( t)oo = Q 

其中 P ( t )， gU ) 为连续函数 

i ) 若 p ( t ) 三一 fg ( t )， 则 a = i 是方程 的解； 

ii ) 若存在常数 m 使得 m ^ + mpCO + qCO - O , 则方程有解 

13. 求解方程 2(1 + 0^ + (2 +0^ = 0 ( t 9^0). 

14. 假设 pah c 2 ，…， Ch ) 是方程 （4.58) 的通解，而函数 ，( t ， c u c 2 , 

••% c „) 是 = 〜，以 ，…， Cm ) 的通解，试证 fit , c u c 2 , — , 就是方 

程 （4.57) 的通解，这里 c 1? c 2 , …， …，〜 为任意常数. 

本章学习要点 

本章着重介绍了线性微分方 程的基 本理论和求解方法，主要 
结论可概括 如下： 

一 关于解的性质 

线性方程的解的性质，主要是 :（1) 齐线性方程的解的叠加性; 

(2) 非齐线性方程的解的叠加性； （3) «阶齐线性方程的所有解构 
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成一个 《 维线性空间; （4) 基本解组的以任意常数为系数的线性组 
合构成齐线性方程的通解; （5) 非齐线性方程的通解可表为它的一 
个特解与对应齐线性方程的通解之和;（6>线性方程的通解包括了 
该方程的所有解.这些性质是线性方程所特有的. 

I 

二关于求解的方法 

关于线性方程的解法,我们主要介绍了五种较常用的方法，它 
们是： （1) 求常系数齐线性方程的基本解组的特征根法(或欧拉待 
定指数函数法)；（ 2 )求常系数非齐线性方程的特解的待定系数法 
和拉普拉斯变换法; （3) 求一般非齐线性方程特解的常数变 易法； 
(4) 求一般二阶齐线性方程的特解的幂级数解法. 

特征根法的要点是把微分方程的求解问题化为代数方程的求 
根问题；拉普拉斯变换法则首先将线性微分方程转换成复变数的 
代数方程，再由拉普拉斯变换表或反变换公式求出微分方程的解； 
待定系数法用于方程右端 /( f ) 是某些基本函数的情况，常见 的有： 
多项式、指数函数、正弦(或余弦)函数以及它们的某种乘积组合. 

待定系数法和特征根法的特点就在于不需通过积分运算，而只要 

p 

解代数方程或加上微分运算即可求得微分方程的解.我们一定要 
记住常系数线性微分方程所固有的这种特性. 

幂级数解法的思想和待定系数法有类似之处，所不同者，前者 
待定的是级数的系数，因而通常计算量较大. 

不同的方法用于不同的方程类型，这是应用时必须特别注意 
之点. 
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第五章线性微分方程组 


本章研究线性微分方程组的理论，我们将会看到稍为复杂些 
的物理系统(例如二个或二个以上回路电流变化规律,几个互相作 
用的质点的运动等等)的数学模型会导出多干一个微分方程的方 
程组.通过某些简化的假设，在相当广泛的问题里，这种方程组可 


以化为一阶线性微分方程组，类似于第四章所指出过的，在微分 
方程的理论中，线性微分方程组是非常值得重视的一部分内容. 
为了研究这些线性微分方程组，我们引进向量和矩阵的记号，并广 
泛利用线性代数(向量空间和矩阵代数)的结果.很多微分方程的 
理论只有藉助于线性代数的知识才可以作出适当和充分的解释， 
希望读者能很好地领会这一章的内容.作为本章所得的每一个结 
果的特殊情形，都可以得到第四章已讨论过的高阶线性微分方程 
的一个相应结果. 


§5.1 存在唯一性定理 

5.1.1 记号和定义 


我们考察形如 

+ +/i(0 

、％ = (1 21 (0怎1+«22⑴怎2+… +«2 n (0 ^n + /2(0 


〔# =〜1(《)怎1 + 〜2(0怎2 +… + a nn (《) r n +/ n (0 

的一阶线性微分方程组，其中已知函数 o ^(0( i,j = l ,2,..., n)Sl 
^(0(^-1, 2, «) 在区间上是连续的.方程组(5.1> 

关于 h …， ％及 〆 i ，4 ，…， A 是线性的. 
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我们引进下面的记号. 


A ⑴ 


flnCO 012(0 
fl 21 ⑴ 022(0 


• •• 


# ft 攀 


« ln(0 

02 n (0 


(5. 2) 


⑴ o ^(0 




这里^4(«)是 》 xn 矩阵，它的元素是 ft 2 个函数〜>(«)， i，j = l ， 


2,… ， n. 


fit ) 


frit) 

h(t) 


x 


Xi 

x 2 



(5.3) 






x \ 


这里 nt \ x ， Y 是 n x 1 矩阵或 w 维列向量. 

注意，矩阵相加、矩阵相乘、矩阵与纯量相乘等等性质对于以 
函数作为元素的矩阵同样成立.这样一来，方程组(5_ 1) 可以写成 


下面的形式 


x f — A ( t)x + f ( t ) 


(5. 4) 


我们引进下面的概念. 


一 个矩阵或者一个向量在区间上称为连 续的， 如果 
它的每一个元素都是区间 « b 上的连续函数. 


个 TiX W 矩阵 B ( z ) 或者一个 ft 维列向量 u ( t ) 






^n (0 ^12( t ) 

& 2 l (0 & 22(0 


« _ » 


筝 ♦ » 


bm ( t ) 
& 2^(0 


b n \( t ) b n 2 ( l ) 




b nn it ) 


u { t ) 


⑴ 

⑴ 


Unit) J 
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在区间 a ^ t ^ b 上称为可微的，如果它的每一个元素都在区间 

上可微.它们的导数分别由下式 给出： 




bU(t) b\ 2 (t) … b\ n {t) 
吣⑴ 吣⑴ … b f 2n (t) 


l % i (0 b r n2 (t) … b ， nn (t)] 


u f (t)— 


u[{t) 


* 

* 

m 


(t). 


不难证明，如果 w 矩阵 AO ), Bitmn 维向量 wG )， v(n 
是可微的，那么下列等式 成立： 

(I) (ACO rB(0) ， =A / (n i' B ; (0 

(II) (A(t)-B(t 

(III) (A(t)u(t)Y^A , (t)u(t) l A(t)u f (t) 

类似地，矩阵 B ( t ) 或者向量 u (?) 在区间 a ^ t ^ b 上称为可 
积的，如果它的每一个元素都在区间上 可积. 它们的积 
分分别由下式 给出： 


b n (t)dt 


f bi 2 (t)di ••• 







I b 22 {t~)(U … 




b }n (t)dt 



i 


b 2n (t)di 





b nl {t)di 



b U 2 ( t ) 必… 



b nn (t)dt 

a 
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Ui (t)dt 

u 2 (t)dt 

4 

4 

• 

u n (i) dt 



现在我 们给出 （ 5. 4 ) 的解的 定义： 

定义 1 设 A («) 是 K 间上的连续 nxn 矩阵 ， /(O 


是同一区间上的连续《维向量，方程组 


x f ^A(t)x + f(t) (5.4) 

在某区间这里 [ CS , « C [ a , &]) 的解就是向量 u (0, 它的 
导数 u '(<) 在区间上连续且满足 

现在考虑带有初始条件 X(t 0 )=rj 的方程组 (5. 4)，这里 f 0 是 
区间 « b 上的已知数， r ^ n 维欧几里得 (Euclid) 空间的已 

知向量，在这样条件下求解方程组称为初值问题. 


定义2初值问题 

X f = A( t )x - r x(to) =rj (5. 5) 

的解就是方程组 (5. 4) 在包含的区间月上的解 w( t )， 使 
得 “） — Tj 0 

s 

II 



固 (5-1) 
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例 1 试列出图 （5.1) 中经过匕及1 2 的电流 A 及 J 2 应满足 
的微分方程. 

解对回路 I 及回路 n 应用基尔霍夫第二定律（参看第一章 
§ 1. 1例2)，得到下列方 程组： 

I 2I^-\ ZRh^R{h~I x ) = ^ 


即 



这是一个含有两个未知数 A 和 A 的一阶线性微分方程组，为了 
求得电流 a 和 a 就应该求解这个微分方程组. 

如果令 



那末上面方程组就可以写成(5_ 4) 的 形式: 


例2验证向量 


r=Ai+f 


w ⑴ 


e 


L—e 




是初值问题 



在区间 一 po < f < + oo 上的解. 
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解显然 


u(0) 


e ° 


o 


r 

l . 


因为和一处处有连续导数，我们得到 


u \ t ) 




e ^ 1 1 — 

—e，* — 


u ( t ) 


因此 uG ) 是给定初值问题的解. 

正如在第二章所看到的，当时，我们可以得到初值问题 
(5. 5) 的解的明显表达式，当时，情况就复杂多了. 

在第四章中，我们讨论了带有初始条件的〃阶线性微分方程 
的问题.现在进一步指出，可以通过下面的方法，将《阶线性微分 
方程的初值问题化为形如 (5. 5) 的线性微分方程组的初值问题. 


考虑 n 阶线性微分方程的初值问题 

(s： (n> +ai(f)a? <n_ 1 > +m+a n _ 1 (t)« / + a tt (t)a; = /(t) 
lx(t 0 )=T) u x ’ （《 0 )= t ? 2 , … ，产 U (“ 


(5, 6) 


其中 a x ( t ), a 2 ( t) y 


• * • 


( O , /( t ) 是区间上的已知连续 


函数，心 e [>， 幻 ，仏，如，… ，仏是已知常数.我们指出，它可以化为 
下列线性微分方程组的初值问题 


X + 


攀 


• •• 


^(/ 0 ) 


0n(O -0n-l(O — I 2 ⑴ 


rh 


~0i( t) 


m 


r]n 


(5. 7) 


• 173 • 




其中 

事实上，令 
这时 



JL ] — — 丄 2 

•3^2 二^ 怎 ^3 


3S f n ^i = X (n ^ l> = X n 

x f n =x^ > = —a n (t)x i —a n ^ l (t)x 2 - ch(t)x n +f(t) 

而且 

X l (t 0 )—x(to)—V\y 怎 2 ( 艺。） =/( 4 ) =?? 2 , …， 

: n (D =a ^ M> (“）=ln 

现在假设於 G ) 是在包含《。的区间 a ^ t^b 上 (5. 6) 的任 一 
解.由此，我们得知 0 G ), 0，）， •• •，於 ( n > G ) 在上存在、 
连续、满足方程 (5. 6) 且少 Uo )=? h ， f ( to )=^2， …， f < n ~ 1 } ( to ) 
= " n . 令 

史 1(0 

m 
* 

< Pn ( t ) 

其中％ (£) = 〆 （）， = …， < p w (0-^ < n _1) (0( fl <« 

^6). 那么，显然有 4>( D =»7. 此外，我们还得到 




■ 
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q/ (t)= 


史;⑴ — 


f(t) 

9^(() 

華 


t U {t) 

m 

a 

w 

» 


■ 

# 

- <P’nW 」 


, m 


炉 2 ⑴ 


炉 3 ⑴ 

* 

= • 


<Pn(t) 

_ — W ’ 1 〉 （亡） 一… — aJJ ) 氺 { 0+/(玄） 一 


炉2⑴ 

炉3⑴ 

\ 

* 

= • 


<PnW 

一一 a n(t)<Pi(t) 一… -a x (t)(p n (t) +/(0 


0 

0 


1 0 … 0 

0 1 — 0 


« 




* 


■ 


炉1⑴ 
炉 2⑴ 


0 0 … 
— ct rt ⑴ 一 ⑴… 


0 

— a 2 ( 名） 


[ <Pn-lW 

-fllCOj L <Pn(t) 


0 

0 

+ : 

0 

_/( o . 

这就表示这个特定的 向量中 U ) 是 (5. 7) 的解.反之，假设向量 
«(«)是在包含^的区间《«<6上(5.7)的解.令 
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并定义函数由 （5. 7) 的第一个方稃，我们得到 m/(G 
= m ；(0= m 2 («), 由第二个方程得到 … ，由 
第71_1个方程得到 - U n ( t ), 由第 W 个方程 
得到 

（f ) = M „ ( O ~ 一 ®n(0^l(0 — a n~ I ( ^ ) m 2(^0 _ … 

— a 2 (t)u n ^ l (t)—a 1 (t)u n (t)-bf(t) 

= - o ,(^)«; < n - 1 >(^)- o 2 (0^ <n " 2) (0 - 

_a n (t)w(t)+f(t) 

由此即得. 

^^<*0( 亡 ）+ fli ( j ) w < n-1>( J ) + %( f ) w < n-2> ( 亡〉 

n 

+ … + a n ( t )w;( 

同时，我们也得到 

仿（右 0) = 赵1 ( 尤 0) = …，•‘ •，切 ( n ” Oo ) = w ra ( f o ) = ” n 

这就是说 ，切 G ) 是 (5. 6 )的一个解. 

总之，由上面的讨论，我们已经证明了初值问题 （5. 6) 与 （5. 7) 
在下面的意义下是等 价的: 给定其中一个初值问题的解，我们可以 
构造另一个初值问题的解. 

值得指出 的是： 每一个《阶线性微分方程可化为《个一阶线 
性微分方程构成的方程组,反之却不成立.例如方程组 
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不能化为一个二阶微分方程. 

5.1.2 存在唯一性定理 


本节我们研究初值问题 

> 

— A( t t ), ^(^ 0 ) - 1 ? (5. 5) 

的解的存在唯一性定理.类似于第三章，我们通过五个小命题，采 
用逐步逼近法来证明定理，因为现在讨论的是方程组（写成向量 
的形式)，所以有些地方稍为复杂些，而且要引进向量、矩阵的“范 
数”及向量函数序列的收敛性等槪念；然而由于方程是线性的，所 
以有些地方又显得简单些,而且结论也加强了.总之，我们要比较 
第三章中的证明和现在的证明的异同，从对比中加深对问题的 
理解. 

XI 

对于? i xn 矩阵 A 二和》维向量％= , 2 ， 我们定义 

* 

* 

^ fi - 

它的范数为 

_ 

iA !| = 2 1^1 

^ J = 1 i = 1 

设 A ， B 是 nx « 矩阵, x ， y 是 re 维向量，这时容易验证下面 
两个性质： 

1° i^BK||A|M|B|| 

|Ax|<!A| * |W| 

2° ||A + Bi<[A!|-fiiB[| 

r 

+ bll 


向量序列 



称为收敛的，如果对每一个 = 
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1， 2, …， 》) 数列 { A + J 都是收敛的. 


^ IAjC O 1 
x 2 iXt ) 

向量函数序列 x k ( t ) 二 1 . 称为在区间 a<t 

O - 

<& 上 收敛的（一致收敛的）， 如果对于每一个 i(i = l ，2, •••，《)函 
数序列在区间上是收敛的（一致收敛的）.易知， 
区间 a «<6 上的连续向量函数序列 (>^0 )} 的一致收敛极限向 
量函数仍是连续的. 

c?o 

向量函数级数 称为在区间 a ^ t^b 上是 收敛的（一 

k 二 i 

致收敛的), 如果其部分和作成的向量函数序列在区间上 
是收敛的(一致收敛的）. 

判别通常的函数级数的一致收敛性的维氏判别法对于向量函 
数级数也是成立的，这就是说，如果 

OO ' OO 

而级数是收敛的，则在区间上是一致收 

k = I k ^ I 

敛的. 

积分号下取极限的定理对于向量函数也成立,这就是说，如果 
连续向量函数序列在区间 a ^ t ^ b 上是一致收敛的，则 

lim [ X k { t^)dt = \ iimX 乂 t) dt 

jfc->ooJ a J o k 今说 

注意,以上谈到的是向量序列的有关定义和结果，对于一般矩 
阵序列，可以得到类似的定义和结果. 

例如， 》X «矩阵序列 ( A *}， 其中 A fc =[ a ? r ] nxn , 称为收敛的， 
如果对于一切 ij = h 2, …,〜 数列⑷ fV 都是收敛的. 
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无穷矩阵级数 


oo 

^ ] Ai — A} + + …+ 乂 * + … 



称为收敛的，如果它的部分和所成序列是收敛的. 


如果对于每一个整数屺 


\\ A h \^ M k 


而数值级数;是收敛的，则也是收敛的. 

k ^ \ Jt = 1 

CO 

同样，可以给出无穷矩阵函数级数的一致收敛性 

k = l 


的定义和有关结果. 

关于矩阵序列的有关定义和结果,我们在 5. 3. 1中将会用到. 
总之，上述一切都是数学分析有关概念和结果的自然推广，证 
明也和数学分析相类似.读者可以作为练习详细推演一下. 
现在讨论存在唯一性定理. 

定理 1( 存在唯一性定理） 如果 A ( f ) 是 nxn 矩阵./(0是 
n 维列向量，它们都在区间上连续，则对于区间 
&上的任何数“及任一常数向量 


方程组 



Vi 

m 

畢 

* 



x f = A ( t)x + f ( t ) (5* 4) 

存在唯一解定义于整个区间上，且满足初始条件 


类似于第三章，我们分成五个小命题来证明. 
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命题 1 设 〆 （）是方程组 （5. 4) 的定义子区间 a <«<6 上且 
满足初始条件的解，则中 (（) 是积分方程 

»:(?) = 7 j f f [ A ( s )^?( s ) + /( s )]( Zs ， a ^ t^b (5, 8) 

J io 

的定义于上的连续解.反之亦然. 

证明完全类似于第三章，兹不赘述. 

现在取构造皮卡逐步逼近向量函数序列 如下： 

屮 〆 0 =^+f lMs ) q > k . M + f ( s ^ d Si «b C5 * 9) 

^ u 

左 = 1，2,… 

向量函数 ) 称为 （5. 4) 的第 fc 次近似解.应用数学归纳法立 
刻推得命题2: 

命题2 对于所有的正整数 A ， 向量函数中 〆 ？）在区间 
&上有定义且连续. 

命题3 向量函数序列 { g > k ( t )} 在区间上是一致收 
敛的. 

证明 考虑向量函数级数 

oo 

< Po (0+ 2^ C < Pj( ^ <P j - i ( ^ )]， ci ^ t^b (5.10) 

i=i 

由于级数 (5. 10) 的部分和为 

< Po (^)+ — 

因此，要证明序列 )) 在 a ^ t ^ b 上一致收敛，只须证明级数 

(5.10) 在上一致收敛就够了.因为 A (0 和 /( t ) 都在闭 

区间<6上连续，所以 | A ( 亡 ） | 和 || ) |1 都在 6 f < Z 上有 

界.设1和反是大于零的常数，使得 
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并取 1=7^1+& 下面我们只证明序列 {^(0) 在区间 
to < t ^ b 上一致收敛，在区间 a ^ t ^ t 0 上一致收敛可以类似地加 
以证明.为此，我们进行如下的估计.由 （5. 9) 有 


及 


J to 


I A ( s )< p 0 (5) +/( s )[ ds 


讣。 


[|A ⑷炉 0 ( s )||+ ||/0 )|]rfs 



[ L | jy || + K ~\ ds ~ M{t — f o ) 


(5.11) 


Bfl>2( ()—<?>，（ OH |]A(s)[q9i(s)~<po(s)]|]rfa 

利用 （5.11) 得到 


| g > 2 ( t ) —4> i (0 ||<L j * M (s - = —式 o ) 2 

现设 ° 

S 9 >}( ^ (( 一右 0 ) j 

成立，则由 （5. 9) 当时，有 

rt 

I 中 j + i (亡） —< Pj ( ^ )11 ^ II A ( s ) [< pj ( s ) — j || ds 

J t o 

^ r r ML^ X f , MV “ ,、 J+ 1 

^L ― - r - — (s — t 0 ) J ds = ■ , 1 . — ^ o) J 

J lo ^ I (j + 1)! 

于是，由数学归纳法得到，对于所有的正整数&，有如下的 估计： 

M T h ~ l 

Wu { t )-< p k ^{ t )\ h ^ t<：b (5. 12) 
由此可知，当时， 

AfT h ~ l 

11 外 （（） 一中 - (b — t 0 ) h (5. 13) 
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但是， （5.13) 的右端是正项收敛级数 





的一般项，故由向量函数级数一致收敛的维氏判別法，级数 (5. 10) 
在<6上一致收敛，因而向量函数序列(外 U )} 也在 
上一致收敛.命题3证毕. 

现设 

limflDjtC? ) = qt>(^) 

Jt">oo 

因为 〆 0是 ^(0 的一致收敛极限函数，所以 9)(0 也在区间 

上连续. 

命题4 是积分方程 （5.8) 的定义在区间上的 

连续解. 

钲明 由在上一致收敛于中(£)，以及 A ( f ) 
的连续性，推知序列 ( A ( s ) aO )} 在区间上一致收敛于 

A(s)q>(s), 

对于 (5. 9) 两边取极限得到 


即 


limq> k ( t)=Y}+ li 

» k 今 


L A(s)q>^ x (s)-hf(snds 



[limA(5)(j> Jb , 1 (s) + /(S)]ds 

k^&oo 


炉⑴ = 17 + f [A(s) 炉 (s) + /(s)]rfs 

J *o 


这就是说，是积分方程 (5. 8) 的定义在区间 « b 上的连 
续解.命题4证毕. 

命题5 设少 U ) 是积分方程 (5. 8) 的定义于 « b 上的另 
一个连续解，则 9>(0 = v (0 
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证明我们首先证明 iKG 也 是序列 {外以）) 在 a ^ t ^ b 上的 
一致收敛极限函数，根据 （5D 及 

iKO^^+P lA(s)^(s)-\- f(s)^ds 

j <0 

象命题 3 进行的估计 一样， 可以得到下面的估计式 

S ?7 -fc 

1^*( t )|| i)i(n 0 ) fr+1 ， (t Q ^t^b') 

因此，在上，有 

)— 屮 (f )1 f o)* M 

Tf Th 

我们知道，以^^ )7 (&- G) i+1 为公项的级数是收敛的，故当 

fTfJk 

oo 时^^ y (6-« 0 )* +1 -—>0 ，因而外 ( f ) 在 上一 

致收敛干屮 (t). 根据极限的唯一性，即得 

tp( t) b= t) t t 

对于可以类似地证明.命题 5 证毕. 

综合命题1~5,即得到存在唯一性定理的证明. 

值得指出的是,关于线性微分方程组的解 q >( t ) 的定义区间是 
系数矩阵 ) 和非齐次项)在其上连续的整个区间 «<<<&. 
在构造逐步逼近函数序列{心(0}时， q > k ( t ) 的定义区间已经是整 
个不象第三章对于一般方程那样，解只存在于 4的某个 
邻域，然后经过延拓才能使解定义在较大的区间. 

注意到 5.1. 1中关于 n 阶线性方程的初值问题 （5. 6 ) 与线性 
微分方程组的初值问题 （5. 7) 的等价性的论述，立即由本节的存 

在唯一性定理可以推得关于《阶线性微分方程的解的存在唯一性 
定理. 

推论（即第四章的定理 1) 
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如果〜（（)，••_， a n ( t ), /(?) 都是区间 a ^ t^b 上的连续函数, 
则对于区间 a < t ^ b 上的任何数 L 及任何的仏，仏，…，〜，方程 

怎⑻ 卜〜⑴ 〆 卜 u + …+ a n . l ( t ) x , - ha n ( t ) x =^ f ( t ) 

存在唯一解 io ( t ), 定义于整个 E 间 a ^ t ^ b 上且满足初始 条件： 

^ o) ~ … ，扣 （ n ^ ^ o) ~Vn 

习题 5. 1 


1. 给定方程组 



( 本 ) 


…试验证 w ( t ) 


COS t 


u 


sin t 



⑴ 


f sin t 
cos t 


始条件 «(0) 


厂 1 


LO 


， t ^( O ) 




r 


o 


的解. 


分别是方程组 （*) 的满足初 


b ) 试验证 《^ U ) = + c 2 i ?(0 是方程组 （*) 的满足初始条件«^(0)= 

的解，其中是任意常数. 


2. 将下面的初值问题化为与之等价的一阶方程组的初值问题: 
c) +2? +7 io; = e~*, x (1) = 7 ， cr’ （ l) = — 2 

6) a; <4> +x= ieS ^(0) = 1, x f (0) = —1, (0) 二 2, （ 0) =0 

\ x J> + 5 y t —7 oo ^6 y = e t 

c ) i A 

Ly 々 一 2 沒 + 13〆 — \5x= cos ( 

a;(0)=l ， x ，（ 0)=0, ^(0)-0, y.(0) = l 

(提示：令 w x = x , w z = x \ w z = tf , wd 、 

3. 试用逐步逼近法求方程组 


r 

r 0 

r 



「r 

X — 

1_ 1 

0- 

X 


: L 

•*2 


满足初始条件 

r 0 1 

x(0) = 

匕1 _ 

的第三次近似解/ 
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§5.2 线性微分方程组的一般理论 


现在讨论线性微分方程组 

x r = A ( t)x + f ( t ) (5. 14) 

的一般理论，主要是研究它的解的结构问题. 

如果 f ( t ) 丰0, 则 （5. 14) 称为非齐线性的. 

如果 /(O = 0, 则方程的形式为 

x , -= A ( t)x (5, 15) 

(5.15) 称为齐线性的.通常 (5.15) 称为对应于 (5.14) 的齐线 

性方程组. 


5.2.1 齐线性微分方程组 

本段主要研究齐线性方程组 (3. 15) 的所有解的集合的代数结 
构问题.我们假设矩阵在区间 a ^ t ^ b 上是连 续的. 

设 1^0) 和 ) 是 (5. 15) 的任意两个解， a 和斤是两个任意常 
数.根据向量函数的微分法则，即知0^(0 + #1(〖)也是（5.15) 
的解，由此得到齐线性方程组的叠加 原理. 

定理 2( 叠加原理） 如果《(0和幻（0是(5.15)的解，则它 
们的线性组合 + 也是 （5. 15) 的解，这里 a , 々是任意 

常数. 

定理2说明， （5.15) 的所有解的集合构成一个线性空间，自 
然 要问: 此空间的维数是多少呢？为此，我们引进向 釐函数 
x 2 ( t ), 线性相关与线性无关的概念. 

我们称定义在区间 a ^ t ^ b 上的向量函数 x ^ t ), x 2 ( t) f 

A / G 是线性相关的,如果存在不全为零的常数 c 2 …， c m , 使得 
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恒等式 


Cl 欠 i(f ) + c 2 % 2 (?) + … +c m «^(OE0, 

成立;否则，称 x { ( t \ x 2 { t \ AXO 为 线性无关的. 

例如，对于任一整数&>0，下面的 & + 1 个向量函数 u 维向 

量） 


_ 1 _ 

. 

t 


n ，i# ^ 

t 2 



0 


0 


0 


0 

0 

* 


0 

1 

4 


0 

* 


0 

■ 

_oJ 

■ 

* 

0 


* 

0 


■ 

_ 

0 


在任何区间上都是线性无关的,而向量函数 


cos 2 1 


^sin^-r 

0 


0 

0 

« 

和 

0 

_ 

. ; — 


■ 

* 

0 


在任何区间上都是线性相关的. 

设有 n 个定义在区间 a ^ t ^ b 上的向量函数 



卜丨 ⑴] 


卜⑴ 1 

X x ( t)= 

^ 2 l( ^ ) 

* 

* 

* 

， . ， A ⑴二 

怎 2 nC 玄 ) 

* 

* 

» 


^ ^nlC ^ - 


An ⑴- 


由这 w 个向量函数构成的行列式 

wix x {t) t x.ax …， ag )] 

~x n (t) x l 2 (t) … x Ui (ty 

无 21( t ) $22( 亡 ） ^” ^2 nC ^ ) 

= W(t )^： . ♦ # 

! * * * * ■ • 

* * _ 

^ nl (0 心2⑴… X nn ( t )_ 


• 186 • 





称为这些向量函数的伏朗斯基行列式. 

定理3 如果向董函数 x 2 ("， …，在区间 
上线 性相关，则它们的 伏朗斯基行列式 ^( t ) = 0, 

证明由假设可知存在不全为零的常数 C 1; (? 2 ，…， c „ 使得 
c #!(() + c 2 A ： 2 ( t ) + … + c n %„(() 三0, (5, 16) 

把 (5. 16) 看成是以 c t ， C2 ，…，〜为未知量的齐次线性代数方程组， 
这方程组的系数行列式就是 ^,(0, % 2 (0, …， 的伏朗斯基 
行列式 W ( f ). 由齐次线性代数方程组的理论知道，要此方程组 
有非零解,则它的系数行列式应为零，即 

) — 0 , a^t^b 

定理证毕. 

定理4 如果 (5. 15) 的解 A (£)，~ 2 ( f )， …，线性无关， 
那么，它们的伏朗斯基行列式 

证明我们采用反证法.设有某一个“ a < i 0 <6, 使得 
W ( t 0 )^0. 考虑下面的齐次线性代数方 程组： 

io) ~ 0 (5 。 17) 

它的系数行列式就是 W (4)， 因为研（《。）= 0,所以 （5. 17) 有非 

零解石1，芒2, C n . 以这个非零解6，5 2 , …， 构成向量函数 

x(t); 

(艺 ）+ 5 2 ; v 2 ( t ) " i - …+ 色；》心（£) (5. 18) 

根据定理2,易知: v ( t ) 是 (5. I 5 )的解.注意到 (5. 17)，知道这个解 
满足初始条件 

x(< 0 ) = 0 (5. 19) 

但是，在 a ^ t ^ b 上恒等于零的向置函数0也是 (5. 15) 的满足初 
始条件 (5. 19) 的解.由解的唯一性，知道 x ( t ) sO , 即 

CixX t ) + 5~2%2(0 十 …+ c n x n { f ) 三 0, 
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因为 U 2 ，…，匕不佥为零，这就 与 々（ t ), x 2 ( t ), 线性 
无关的假设矛盾.定理得证. 

由定理3、定理4可以知道，由 （5.1 5 ) 的《个解 々 G )， 
x 2 { t \ …，; c „( t ) 作成的伏朗斯基行列式 W ( t ), 或者恒等于零，或 

者恒不等于零. 

定理5 (5.15) —定存在《个线性无关的解％!⑴，…， 


x n ( t ). 

证明任取《。6[>，&]，根据解的存在唯一性定理， （5. 15) 分 
别满足初始条件 


怎 1 0 0 ) 


1 


-(T 


丫 

0 


1 


0 

0 

， to ) = 

0 

，…， ^n( 尤 Q ) = 

華 

* 

• 

* 

辱 

參 


* 

拳 

華 


0 

0 

1 — — ^ 


0 


1 


的解欠 ,（ f )， x 2 ( t )， …，—定存在.又因为这《个解々（丈)， 
x 2 ( t ), …， x n ( t ) 的伏朗斯基行列式 PT (<。）二1关0,故根据定理3, 

t )， …， x n ( t )是线性无关的.定理证毕. 

定理6 如果 A ( t )， x 2 ( t ), …，是 （5. 15)的》个线性 
无关的解，则 （5. 15) 的任一解欠（0均可表为 

X ( t ) ~ CiXi( ^ ) + 。 2 欠 2( O 十…十 CnXjXt') 

这里 c 2 , …， c „ 是相应的确定常数. 

证明任取令 

xQto) 十 C2X 2 (t。) + … {- c„x n ( io ) (5. 20) 

把(5.20)看作是以〜，^， …， ^为 未知量的线性代数方程组.这 
方程组的系数行列式就是灰(“).因为 t )» …，％«⑴是 
线性无关的，根据定理4知道关 0. 由线性代数方程组的 
理论，方程组 （5. 20) 有唯一解〜，〜，…，〜.以这组确定了的〜 
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c 2 , —, C n 构成向量函数 AX/O + CAXO + m + CnAG )， 那么， 
根据叠加原理，它是 （5. 15) 的解.注意到 （5. 20), 可知 (5. 15) 的两 
个解及 c 1 x 1 ( f ) + c 2 x 2 (0 + … + GAU ) 具有相同的初始条 
件.由解的唯一性，得到 

f 2 1) 十 c 2 x 2 ( O + … + c„%„( t) 

定理证毕. 

推论 1 (5.15) 的线性无关解的最大个数等干 

我们称 (5. 15)的》个线性无关的解 ^,(0, ^2(0, *», x R ( t ) 
为 (5.15) 的一个基本 解组. 显然， （5.15) 具有无穷多个不同的基 
本解组. 

由定理5和定理6，我们知道 （5.15) 的解空间的维数是\ 
这样就回答了前面提出的问题.本段的主要结果可以用线性代数 
的语言简单地表述为： （5.15) 所有解的集合构成一个》维线性 
空间. 

注意到 5. 〗.1 关于 w 阶线性微分方程的初值问题 （5. 6) 与线 
性微分方程组的初值问题 （5. 7) 的等价性的论述，本节的所有定理 
都可以平行地推论到《阶线性微分方程上去. 

从本节的定理2容易推得第四章的定理2.参看 4 . 1. 2中关 
于纯量函数组的线性相关概念，我们可以 证明： 一组 k -1 次可微 
的纯量函数4(0， $2(0, …， ‘(（) 线性相关的充要条件是向量 
函数 

' x L ( t ) ' 

x \( t ) 

* 

* 

* 

W 卜 "⑴ J 

线性相关.事实上，如果…，^ ( o 线性相关，则存在 
不全为零的常数 q ， C 2 , …， c m 使得 


' x 2 (t ) ， 


' 〜⑴ 1 

X f 2 (t) 

* 


4 ⑴ 

鲁 

# 

* 

, 


W 

* 


(O 
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—c 2 r 2 (f ) + … -r C m X m ( t)--0 

将上 式对丨 微分一次,二次，…，〃 一 i 次，得到 

C { x\{t)^r C 2 X r 2 ( t ) + …+ C m X r m ( t)^0 

CiXl( t ) + C 2 xl( t) + … + c m x n m { t) — 0 


c〆 ，- 1 #) 1 c 2 f 2 m ( t ) + … 


即有 


X 1 (t) - 


■ x 2 (t) 1 


" 〜⑴- 

圮⑴ 

* 

畢 

+ c 2 

4(0 

: 

+ … 

Xm(t) 

* 

* 

A 

珍 

A n ^Xt). 


f 15 ⑴- 


■ 

乂卜 1 ，⑴- 


= o (**) 


这就是说，向量函数组 0) 是线性相关的.反之，如果向量函数 0) 
线性相关，则存在不全为零的常数 C ,， &，•••，〜使得 (**) 成立，当 
然有^乂幻+以以幻十… + c m ; r m ( t ) = 0, 这就表明4(0, ％(£)， 

…，“ (〖)线性相关. 

这样一来，再参看 4.1. 2中关于纯量函数伏朗斯基行列式的 
概念，从本节的定理3、定理 4 和定理 5 立即分别推得第四章的定 
理3、定理4和定理 5. 

从本节的定理6直接得到 

推论 2 如果〜(£)，•••，〜(#)是》阶微分方程 

x (n> -hOi(0^ <B ~ 1) + *** +o«(^)a: = 0 (5. 21) 

的 w 个线性无关解，其中〜(？)，•••， fl n ( t ) 是区间上的连 

续函数，则 (5. 21) 的任一解均可表为 

ir (0 = Cia ? i (^) + c 2 x 2 ( t ) + …+ c n x n ( t ) 

这里 C l5 c 2 ，…， c n 是相应的确定常数. 

如果 X 2 ( t ), —,〜( f ) 是 (5. 21) 的 》 个线性无关解(依 

4.1.2 的有关 定义， 它们构成方程的基本解组)，根据 w 阶微分方 
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程通解的概念及坏!>#)，％⑴，…，〜（0]#0,函数 

2?( ? ) = CiXi( t ) + C 2 a?2( f ) + …+ C n X n ( ^ ) 

就是 (5. 21) 的通解，其中 c H c 2 ，…，是任意常数.从推论2知 
道，它包括了 （5. 21) 的所有解.推论2可以看成是第四章定理6 
的另一种表述形式 .. 

现在，我们将本节的定理写成矩阵的形式.这种不同的表述 
方法今后会有用的.如果一个 nx 〃矩阵 的每一列都是 （5. 15) 的 
解，我们称这个矩阵为 (5. 15) 的解矩阵.它的列在上是 
线性无关的解矩阵称为在 « b 上 (5. 15) 的基解矩阵.我们用 
逛 G ) 表示由 （5. 15) 的《个线性无关的解 ip / O , 奶（0, …， <Pn(t) 

作为列构成的基解矩阵.定理5和定理6即可以表述为如下的定 
理 1' 

定理 1* (5. 15) —定存在一个基解矩阵銮 U ). 如果是 
(5. 15) 的任 一解， 那末 

^>( t ) = ^( t)c (5.22) 

这里 c 是确定的《维常数列向量. 

从上面的讨论中，我们可以看到，为了寻求 (5.15) 的任一解， 
需要寻求一个基解矩阵.这样，自然会提出下面的问 题:如 果在区 
间上找到 (5. 15) 的一个解矩阵，能否以某种简单的方式 
验证这个解矩阵是不是基解矩阵呢？定理3和定理4完全回答了 
这个问题，它可以表述为下面的 形式： 

定理2# (5. 15) 的一个解矩阵边 (？) 是基解矩阵的充要条件 

是 而且，如果对某一个《#)>，&]， det ^ 

(« o )^0, 脚 det 取 （ t ) 尹0， a ^ t ^ b t 061#(0表示矩阵盃（？）的 

行列 式). • 

要注意， 行列 式恒等于零的矩阵的列向量未必是线性相关的. 
例如 ，矩阵 
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的行列式于任何区间上恒等千零，但它的列向量却是线性无关的. 
由定理2$即知，这个矩阵不可能是任一个齐线性微分方程组的解 
矩阵， 


例 


验证 


是方程组 


0⑴ 




0 


0 


X ，其中 : jc 


A 

X 2 


^1 


的基解矩阵. 

解首先，我们证明逛(£)是解矩阵，令的 （ t ) 表示銮 G ) 的 
第一列，这时 


, e ' ” 


— 1 1 ' 


中;⑴二 

\, 4 


L 0 1 〜 




^i(0 


这表示中乂。是一个解.同样，如果以 92(0 表示頌 U ) 的第二列， 


我们有 


^>5(^) = 


—( f + 1)。 




奶⑴ 


这 表示奶 （ f ) 也是一个解.因此，边 （ t ) = [< Pi (^)， g »2(^)] 是解 

I 

矩阵. 
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其次，根据定理 2' 因为 det 0( t ) = e 2 i # O ， 所以边 U ) 是基 
解矩阵. 

从定理 P 和定理可以得到下面的推论. 

推论 1* 如果 0(0 是 （5. 15) 在区间上的基解矩 
阵， Cf 是非奇异 《 x »常数矩阵，那末， 0( t ) C 也是 (5. 15) 在区间 
a < t < b 上的基解矩阵. 

证明首先，根据解矩阵的定义易知，方程 (5. 15) 的任一解矩 
阵 X ( f ) 必满足关系 

X f (0=A(0X(t) 

反之亦然.现令 

W ( t )=0( t)C « t < b ) 

微分上式，并注意到銮 ( O 为方程的基解矩阵， C 为常数矩 
阵，得到 

即取 U ) 是 （5.15) 的解矩阵.又由 C ： 的非奇异性，我们有 

det , ® r ( i ) = det ^?( t ) • detC 9^0 ( a ^ t ^ b ) 

因此由定理 2* 知， 1F(() 即 mt ) C 是 (5. 15) 的基解矩阵. 

推论 2* 如果#(?)，蜇 G ) 在区间上是 f = 
A ( f ) x 的两个基解矩阵，那末，存在一个非奇异 nx » 常数矩阵 C , 
使得在区间上 1 F (0-^(0 C . 

证明因为 0(0 为基解矩阵，故其逆矩阵逛 — G ) —定存 
在.现令 

0- 1 (OW'(t) = X(O (o<«<6) 

或 

易知 XU ) 是)》\«可微矩阵，且 

detX(t ) t ^0 ( a ^ t ^ b ) 
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于是 


由此推知恧 ) = 0, 或即 XG ) 为常 
数矩阵，记为 C . 因此我们有 

其中猷 O ) 为非奇异的 n 常数矩阵.推论 2* 得 

证， 


5.2.2 非齐线性微分方程组 

本 段讨论非齐线性微分方程组 

x ( =A(t)Xrf(t) (5. 14) 

的解的结构问题，这里 ) 是区间 a ^ t ^ b 上的已知 nx 连续 
矩阵， / G ) 是区间 a<t^b 上的已知》维连续列向量.向量 f(t) 

通常称为强迫项，因为如果 (5.14) 描述一个力学系统， /(£) 就代 

表外力. 

我们容易验证 (5. U ) 的两个简单 性质： 

性质 1 如果是 ( 5 . 14 ) 的解， 4(0 是 ( 5 . 14 ) 对应的齐 

线性方程组 (5. 15) 的解.则 伊 （0 + 少 （ O 是 (5. U ) 的解. 

性质 2 如果争 (t) 和 6(0 是 (5. 14) 的两个解，则$(0- 
是 (5. 15) 的解. 

下面的定理7给出 （5. 14) 的解的结构. 

定理7 设边 （ f ) 是 (5. 15) 的基解矩阵，中（£)是 (5. 14) 的某 

一解，则 （5. 14 ) 的任一解 ) 都可表为 

<p( f t )c + t ) (5.23) 

这里 c 是确定的常数列向量. 
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证明由性质2我们知道中(0 —奋(（)是 (5. 15) 的解.再由 
5. 2.1 的定理 1 %得到 

这里 C 是确定的常数列向量，由此即得 
定理证毕. 

定理 7 告诉我们，为了寻求 (5.14) 的任 一解, 只要知道 (5.14) 
的一个解和它对应的齐线性方程组 (5. 15) 的基解矩阵.现在，我 
们还要进一步指出，在已经知道 (5. 15) 的基解矩阵 0(0 的情况 
下，有一个寻求 (5. 14) 的解 < p ( f ) 的简单的方法.这个方法就是 

常数变易法. 

从上一节我们知道，如果 C 是常数列向量，则 

r 

是 (5. 15) 的解，它不可能是 (5. 14) 的解.因此，我们将 c 变易为 f 
的向量 函数， 而试图寻求 （5. 14) 的形如 

(5.24) 

的解.这里 c («) 是待定的向量函数. 

假设 （5.14) 存在形如 (5. 24) 的解.这时 ，将 <5.24) 代入 
(5. 14) 得到 

因为 边 (O 是 (5. 15> 的基解矩阵，所以 ^(0- A (0^(0, 由此 
上式中含有的项消去了.因而 c ( t > 必须满足关 
系式 

^(0 c f (0=/(0 (5.25) 

因为在区间上是非奇异的，所以 t ) 存在.用 
^*'(0 左乘 (5. 25) 两边,然后积分之，得到 

c(0= f ^~ l (s)f(s^ds, t 0i ^6[a, 6] 
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其中 C (“）=0. 这样， （5.24) 变为 

= ^~ l ( s ) f ( s)ds t oJ iG [ a , 6] (5, 26) 

J f 0 

因此，如果 （ 5 . M ) 有一个形如 (5.2 4 ) 的解中（？)， 则中 （？） 由公式 
(5. 26) 决定. 

反之，用公式 （5. 26) 决定的向量函数中 （ t ) 必定是 （5.14) 的 
解.事实上，微分 (5. 26) 得到 

J to 

= A (0^(0 f ^~ i ( s ) f ( s)ds hf ( t ) 

J f 0 

再利用公式 (5. 26)， 即得 

显然，还有中(《。） = 0 , 这样一来，我们就得到了下面的定理 8. 

定理8 如果步 ( O 是 (5. 15) 的基解矩阵，则向量函数 

< p ( f ) = #(of 由 _1 ( s )/( s ) 心 

<0 

是 (i 14) 的解，且满足初始条件 

(亡 0) = 0 

由定理7和定理8容易看出， （5. 14) 的满足初始条件 

q>(to) =rj 

的解中（£)由下面公式给出 

< p ( t ) = 0( t )^ P _1 (f 0 )jj + f )[ ① -1 ( s )/( s ) c?s (5. 27) 

J < 0 

这里是 (5. 15) 的满足初始条件 

<Pa(^o)=»? 

的解.公式 (5. 26) 或公式 (5. 27) 称为非齐线性微分方程组 (5. 14) 
的常数变易公式. 

例2 试求初值问题 
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X 


'1 1 一 


re 小 | 


X, \ … 

一 ^ 1 

0 K 

JC 十 

0 - 

, x 二 ' 

: ， , x{0) = 

L iJ 


的解, 


解在例】中我们已经知道 


由⑴ 


e 


te 


0 e 


是对应的齐线性方程组的基解矩阵.取矩阵边 （ f ) 的逆，我们得 


e 


9 


St 




—T 


^ l ( s ) 


LO 


e 


s 


e 


2 s 


S 


0 


e 


8 


这样，由定理 L 满足初始条件 


屮⑻ 


0 




的解就是 


小⑴ 


e 


tG f 


0 


e 




e 


s 


1 ——S 


0 


0 


1」 


e 


s 


ds 


|V tG f 




e 


e 


«e 




o 


e 


2 s ~i 




0 




ds 


(1 — c 


2i 


1 


2 


( e # -e 


e 


0 


0 


因为必 (0) = E ， 对应的齐线性方程组满足初始条件 


<Ph(0) 


— 1 


的解就是 




「 1 H 


( t 一 l)e* 

— 1 」 

mmd i 

L e* J 


j 


參 


797 * 



由公式 (5. 27), 所求解就是 


(t — l)e 




e 





2 


(e'-e -1 ) 


0 


L 


te 


t 


( e * + e - *) 


e 




注意到 5.1. 1 关于 《 阶线性微分方程的初值问题 （5. 6) 与线 
性微分方程组的初值问题 (5. 7) 等价性的论述，我们可以得到关于 
n 阶非齐线性微分方程的常数变易公式. 

推论3 如果…，〜是区间上 
的连续函数， x l ( t) y x 2 ( t \ '( f ) 是区间上齐线性 

方程 

a ： (n> + 

的基本解组，那末，非齐线性方程 

的满足初始条件 


*« * 


丄 


〜（亡）怎 = 0 


(5.21) 


• • _ 


a nC ^ = /( ^ ) 


(5.28) 


< p { t Q ) = 0 , < p f ( t 0 )= 0 , …， <p 


(w-i) 


(尤0) = 0 6] 


的解由下面公式给出 


n 


炉 ( 尤 ）== 〉 i ) 


t 


Wk ar 2 (s) ， " • ，〜 (s)] 


k 


o 


Wlx^s), x 2 (s )， 


(《）] 


|/(s)c?s 


(5. 29) 


这里 …， '( s )] 是 nOXa ^ s )， …， x n ( s ) 

的伏朗斯基行列式， W ^ OiO )，$ 2 0)， …， 〜（ s )] 是在 if OKs ), 
心 ( O , …， A ( s )] 中的第灸列代以 (0,0, •"，()， 后得到的行列 


① （0, 0,…, 0,1 ) T 表示(0, 0,…，0,1 ) 的转置 


式，而且 （5. 28) 的任一解都具有形式 

nity — CiX^t) + c 2 ar 2 ( 亡 ）+ …+ c n ;r“ t) + g?( 玄） 

这里 h %•••，“是适当选取的常数. 

公式 (5. 29) 称为 (5. 28) 的常数变易公式. 

我们指出，这时方程 (5. 28) 的通解可以表为 

= CiO ： i(f ) +。2怎2(玄）+ …+ ( O + 炉（玄） 


(5. 30) 


其中 A , c 2 , 


是任意常数.并且由推论3知道，它包括了方 


程 (5_ 28) 的所有解.这就是第四章定理 7 的结论. 


当 n = 2 时，公式 (5. 29) 就是 


Hi ⑴ { 

m 

4 - X2 (O 

m 


w^x^s), ar 2 (^)] 

WtXi(s), x 2 ($)2 


f(s)ds 


* 


但是 




W 2 Lx l (s), ar 2 ( 5 )] 


0 x 2 (s) 

1 ^2(5) 

^ i ( s ) 0| 

x\(s) 1 


Xz(s) 


^1 (s) 


因此，当 n = 2 时，常数变易公式变为 


<p(i) 


t 


X 2 (t)x l (s)—X 1 (t)X 2 (s) 

wix { ( s ), x 2 ( s )2 


f(s)ds 


(5. 31) 


而通解就是 


c l x l {t)-Yc z x z {t) J \ 炉⑴ 


(5.32) 


这里 c 2 是任意常数. 
例3 试求方程 


tgi 


的一个解. 


解易知对应的齐线性方程3?〃 + $ = 0的基本解组为 (O 
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= cos^ir 2 (f)-sin^ 我们直接利用公式 (5. 31) 来求方程的一个 
解.这时 


Wlx l (t),x 2 (t)^ = 


cos t 
—— sin t 


由公式 （ 5. 31) 即得 ( 取 t o = 0) 


sin ^ 



cos t j 





(sin t coss ~ 


cos t sin s) tg-9^s 


=sin t sin sds~ cost 

Jo 


sin stssds 

Jo 


— sin ^ ( 1 — cos i ) 十 cos t ( sin t 一 ! n 1 sec t ^ tg 叫） 
=sin t — cos t In | sec ^ t tg ^ | 


注意，因为 sin « 是对应的齐线性方程的一个解.所以函数 

— cos t in \ sec t ] tg t j 

也是原方程的一个解. 


1. 试验证 


是方程组 


习题 

0(0 = 



t 2 

2t 




在任何不包含原点的区间 a^t^b 上的基解矩阵 . 
2 . 考虑方程组 


x’ =A{t)x ( 5 . 15 ) 

-h 

其中是区间上的连续 nxn 矩阵，它的元素为〜八 *)， = 

1，2，…， Ti - 


a ) 如果 …， x„(t) 是 ( 5 . I 5 ) 的任意 W 个解，那末它们的伏 
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朗斯基行列式 … ，％ (t)]EPF(0 满足下面的一阶线性微分 

方程 

W f ~ia X i(t) + 如⑴ + … + a nn CO] 


( 提 示： 利用行列式的微分公尤，求出的表达式） 

&• 解上面的一阶线性微分方程，证明下面的 公式： 

J j [a 11 ()4a ) + *■* +o ntt {5 )]d s 

W ( t ) = W (# o) e ， G ，6] 

3. 设 i4(t) 为区间上的连续 wXn 实矩阵， ®(t) 为方程 x f = : 
A(t)x 的基解矩阵，而 x=<p{t) 为其一解 . 试证： 

a) 对于方程 〆 = — 的任一 ■ 解 y = A(t) 必有必 T Ci)<p(0 = 常数； 

b) 史 (t) 为方程 〆 = ~A T (t)y 的基解矩阵的充要条件是存在非奇异的 
常数矩阵 C ， 使 ^ T (0®(0=C. 

4. 设必 （ f) 为方程 =Ax(A 为 wXn 常数矩阵）的标准基解矩阵(即 
0(0 )=£),证明 

其中 Z 。 为某一值， 

5. 设 A(f), f(t) 分别为在区间上连续的 nXn 矩阵和 n 维列 
向量，证明方程组 

X’=i4(t)x+f(f) 

存在且最多存在 ra+i 个线性无关解 • 

6. 试证非齐线性微分方程组的叠加原理： 

设尤 〆 *)，^“）分别是方程组 


x =A(t)x + f [⑴ 

X’=i4(t)X + f2( 亡） 


的解，则 ^l(i) +^ 2 ( 0 是方程组 

x r =A{t)x-^f xit^) 2(0 


的解 . 

7. 考虑方程组 x'=Ax + f(t )， 其中 



f(t ) = 


sm { 
cos t 


a ) 试验证 
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( Ht ) 


e 2< t 
0 e : 




是 ^ 的甚解矩阵 


b) 试求， + 的满足初姶条泮 


Q>(0) 


1 


的解史 （ f ). 

8. 试求 


Ax+f (0 ,其中 


A 


2 


0 2」 


x 


fit) 






e 2t 


满足初始条件 


< P (0) 




1 




的解 9>( t ). 


9. 试求下列方程的通解 


_ 

* 


rr 


a) ar 々 +* = sec «， --<«< — 

2 2 

b) x^-Sx = t %i 

c) x ¥ —6a? f +9a?=e* 

10. 给定方程 


x" 7 + +7x=f(t) 


其中 fct ) 在 0<*< + co 上连续，试利用常数变易公式，钲明： 

a ) 如果 f ( t ) 在 0< i < oo 上有界，则上面方程的每一个解在 0 <«<oo 
上有界； 

b ) 如果当时， f ( t )— 0，则上面方程的每一个解屮 U )， 满足 
史(4)->0(当 t —> co 时). 

11. 给定方程组 

x r =A(t)x ( 5 . 15 ) 


这里 A(t) 是区间上的连续 nXn 矩阵 . 设 ®(0 是 (5.15 ) 的一个基 
解矩阵， n 维向量函数 F(< ， x) 在 lW|<oo 上连续， « 0 €[a, 6 ], 试 

疵明初值 问题： 
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=.4(i)x+F(i, x) (*) 

的唯一解 《 P (0 是积分方程组 

x(t)=®(t)®" 1 «o)fl+ r (S)F(s, x(a))ds (**) 

J fo 

的连续解.反之， （**) 的连续解也是初值问题 (*) 的解. 


§5.3 常系数线性微分方程组 

本节研究常系数线性微分方程组的问题，主要讨论齐线性微 
分方程组 

x * — Ax (5. 33) 

的基解矩阵的结构，这里 A 是常数矩阵.我们将通过代数 
的方法，寻求 (5. 33) 的一个基解矩阵.最后讨论拉普拉斯变换在 
常系数线性微分方程组中的应用. 

5.3.1 矩阵指数 expA 的定义和性质 

为了寻求 (5.33) 的一个基解矩阵，需要定义矩阵指数 expA 
(或写作 e 4 ), 这要利用 5.1. 2中关于矩阵序列的有关定义和 
结果. 

如果 A 是一个常数矩阵，我们定义矩阵指数 expA 为 
下面的矩阵级数的和 

A * A 2 A m 

exp ^4 = — = E + A +— — +“• + — + … （5. 34) 

2 1 叫 

其中五为《阶单位矩阵， A m 是矩阵 A 的 m 次冪.这里我们规 
定 A ° = £，Oi = l . 这个级数对于所有的 A 都是收敛的，因而， 
expA 是一个确定的矩阵. 

事实上，由 5.1. 2中的性质1°，易知对于一切正整数々，有 




!|A| 


In 

* 



又因对于任一矩阵 A ， 是一个确定的实数，所以数值级数 t 


£J I + (| -A | + 


A 


«_ _ 


,11^11% 

m \ 


• • • 


是收敛的(注意，它的和是 W — l+e l|j411 )• 由 5.1.2 知道，如果一 
个矩阵级数的每一项的范数都小于一个收敛的数值级数的对应 
项，则这个矩阵级数是收敛的，因而 (5. 34) 对于一切矩阵 A 都是 
绝对收敛的. 

应当进一步指出，级数 


oo 


exp A ^ 2 


AH 

~ T \ 


(5. 35) 


在《的任何有限区间上是一致收敛的.事实上，对于一切正整数 
A ， 当 U 丨 < c ( c 是某一正常数)时，有 


A k t 

TT 


^ iiAnMvupc 


Jci 




而数值级数;是收敛的，因而 (5. 35) 是一致收敛的. 

h = 0 1 

矩阵指数 expA 有如下 性质： 

1°如果矩阵 A ， B 是可交换的，即 AB = BA , my 


exp (A + B) = expAexpB 


(5. 36) 


事实上，由于矩阵级数 （5. 34) 是绝对收敛的，因而关于绝对 
收敛数值级数运算的一些定理，如项的重新排列不改变级数的收 


# 


敛性和级数的和以及级数的乘法定理等都同样地可以用到矩阵级 
数中来.由二项式定理及 = 得 


exp(A + B) = 2] 


0 


( A + B ) 


h 


09 


-0 


2 2 


A * B 






(5. 37) 
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另一方面，由绝对收敛级数的乘法定理得 


_ A : / • 一 _ ■ Ri 

expAexpB = 2告( 2 


0 




B 


k 




1 1 (k — Z) i 


(5, 38) 


比较 （5. 37) 和 （5. 38)， 推得 （5. 36). 

2° 对于任何矩阵 A ，（ expA )_ 1 存在，且 

( expA )" 1 = exp ( — A ) (5. 39) 

事实上, A 与一 A 是可交换的，故在 (5. 36) 中，令 B =— A , 

我们推得 

expAexp (- A ) = exp(A f (— A )) =cxpO = E 
由此即有 


( expA )- 1 =exp( - A ) 

3° 如果 T 是非奇异矩阵，则 

exp ( T ^ AT ) = T ~ 1 ( expA)T 


事实上 

expCTdAI 1 ) 十 ^] (T ~^ AT) - 

f* — f * 


(5. 40) 



T { A k T 

灸 1 




= T - 1 ( expA)T 


这就是我们所需要证明的. 

现在我们可以着手回笞有关常系数齐线性微分方程组 (5. 33) 
的基本课题了， 

定理 9 矩阵 

) = expAi (5. 41) 
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是 （5- 33) 的基解矩阵，且边 (0) 二 


证明由定义易知毋 (0) = E . 微分 （5. 41)，我们得到 

A ^ / A 3 j2 Ak ±le~l 

取 （ 艺） =(expAt)，= A + ~yp+-^-+ … + + … 

= AcxpAt = A^(t) 

这就表明，边 （f > 是 （5. 33) 的解矩阵.又因为 det ^(0 )=detE = l , 

因此，毋 G ) 是 （5. 33 )的基解矩阵.证毕. 

由定理9,我们可以利用这个基解矩阵推知 （5. 33) 的任一解 
< p ( t ) 都具有形式 

q ^( t ) — ( GXpAt)c (5,42) 


这里 C 是一个常数向量. 

在某些特殊情况下，我们容易得到 (5. 33) 的基解矩阵 expAi 


的具体形式 



如果 A 是一个对角形矩阵 


ai 


A = 


az 



(其中未写出的兀素均为零) 


OftJ 


试找出 = 的基解矩阵. 
解 由 （5. 34) 可得 



expAt = E + 


a% 




1! 


+ 




m 




+ 



On 


al 
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根据定理9，这就是一个基解矩阵.当然，这个结果是很明显的， 
因为在现在的情况下，方程组可以写成 x f k = a k x h {k = l , 2 , 


它可以分别进行积分. 


例2 试求 


0 2 


^的基解矩阵. 


解因为 A 


，2 1 


^2 

0 — 


"0 r 





+! 


.0 2 一 


0 

2. 


,o o_ 


而且后面的两个矩阵是可交换的,我们得到 


expAi =exp 


2 0 
0 2」 


^ *exp 


0 1 
0 0 


0 


LO 


e 


£； + 


0 


0 0 


0 1 
0 0 




但是， 


•o r 

2 

一 0 

(K 

o o 一 


0 

0. 


所以，级数只有两项.因此，基解矩阵就是 


expA « = e 2< 


r~ 


o 


53.2 基解矩阵的计算公式 

定理9告诉我们，（5.33)的基解矩阵就是矩阵61?及<,问题 
似乎已经解决了.但是 expAf 是一个矩阵级数，这个矩阵的每一 
个元素是什么呢？事实上还没有具体给出，上面只就一些很特殊的 
情况，计算了 expAi 的元素.本段利用线性代数的基本知识，仔 
细地讨论 expA^ 的计算方法，从而解决常系数线性微分方程组的 
基解矩阵的结构问题. 

-为了计算(5.33)的基解矩阵^?八《,我们需要引进矩阵的特 
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征值和特征向量的概念. 

类似于第四章的 4. 2. 2,我们试图寻求 

x ' = Ax (5.33) 

的形如 

<p(0 = e A< c, c 关0 (5. 43) 

的解，其中常数 A 和向量 c 是待定的.为此，将 (5. 43) 代入 
(5. 33)，得到 

^q u c~Aq u c 

因为 e ：0,上式变为 

(AE — ^4.)c~ 0 (5. 44) 

这就表示， e“c 是 (5. 33 )的解的充要条件就是常数).和向量 c 满 
足方程 (5. 44). 方程 (5. 44) 可以看作是向量 c 的《个分量的一个 

齐次线性代数方程组，根据线性代数知识，这个方程组具有非零解 
的充要条件就是 A 满足方程 

det(AE —A) = 0 

这就引出下面的 定义： 

假设 A 是一个常数矩阵，使得关于 M 的线性代数方程 
组 

UE — A)w = 0 (5. 45) 

具有非零解的常数 A 称为 A 的一个 特征值 .（5. 45) 的对应于任 
一特征值^的非零解 li 称为 A 的 对应于特征值 A 的特征向最. 
«次多项式 

p(A) ~det( AE—A) 

称为 A 的 特征多项式， 次代数方程 

=0 (5.46) 

称为 A 的特征方程.也 称它为 （5. 33) 的特征方程. 

这样一来，根据上面的讨论，^4是(5.33)的解，当且仅当 J 
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是 A 的特征值，且 c 是对应于;I的特征向量. A 的特征值就是 
特征方程 (5. 46) 的根.因为 w 次代数方程有 w 个根，所以八有® 
个特征值，当然不一定 w 个都互不相同.如果;1 = 2。是特征方程 
的单根，则 称爲是 简单特征根.如果2 = 1是特征方程的&重根 
(即 K2) 具有因子 U—A 八 而没有因子 W — A) i+1 ), 则 称人是 A? 
重特征根. 

例 3 试求矩阵 

3 5_ 

jWi MB I _ 

— 

— 5 3 ^ 


的特征值和对应的特征向量. 

解 A 的特征值就是特征方程 


_-养 3 — — / 


5 =义 2 -6义 + 34 = 0 

3 —X 


的根.解之得到 < 2 = 3 士 5L 对应于特征值 A 1 = 3 + 5i 的特征 
向量 



必须满足线性代数方程组 

(A —^ 1 - E ) w — 

因此，满足方程组 



C —iMi +«2 = 0 
/ — U\ — \V>2 ~ 0 

所以，对于任意常数 a 尹0 



是对应于 ； li = 3 十 5 i 的特征向量.类似地，可以求得对应于 
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^ 2 -3-5 i 的特征向量为 




v = fi 


其中沒是任意常数. 
例4 试求矩阵 


A 


的特征值和对应的特征向量. 


解特征方程为 


det(AE-A) 


A — 2 




一 1 j 

1 

A — 41 


A 2 — 6 义 + 9 


因此，4 = 3是 A 的二重特征值.为了寻求对应干 A = 3 的特征向 
量，考虑方程组 


(3 jE — A)c = 


Ci 

Lc 2 


或者 


c 2 


因此，向量 


是对应千特飪值^ = 3的特征向量，其中 是任意 常数. 
在例3中，特征向量 u 和 z ; 是线性无关的，因为 


det[u, 幻 ] 


a pi 
ai p 




因而，向量 u , t 构成二维欧几里得空间的基底.然而，在例4中， 

A 的特征向量只构成一个一维子空间.在这里重要的是要知道, 
• 210 • 



一 个给定的矩阵 A 的对应于 各个特 征值的特征向量的集合是否 
构成一个基底.根据线性代数的定理一任何&个不同特征值所 
对应的&个特征向量是线性无关的.所以，如果矩阵 A 具 
有》个不同的特征值，那么对应的《个特征向量就构成 n 维欧几 
里得空间的一个基底. 

我们提醒读者，一个 b x B 矩阵最多有 w 个线性无关的特征向 
量.当然，在任何情况下，最低限度有一个特征向量，因为最低限 
度有一个特征值. 

首先，让我们讨论当 A 具有《个线性无关的特征向量时(特 
别当 A 具有《个不同的特征值时，就是这种情形)，微分方程组 
(5. 33) 的基解矩阵的计算方法. 

我们可以证明下面的定理. 

定理10 如果矩阵 A 具有 n 个线性无关的特征向量％, 
^2, 它们对应的特征值分别为山，々，•••， K 不必各不相 

同），那么矩阵 

= e 、 *%] ， —co<«< + oo 

是常系数线性微分方程组 

(5.33) 

I 

的一个基解矩阵. 

证明由上面关于特征值和特征向量的讨论知道，每一个向 
量函数2, …， 《) 都是 (5. 33) 的一个解.因此,矩阵 

边 （f e A 2 *^2, …， 

是 （5. 33) 的一个解矩阵.因为，向量是线性无关的， 
所以 

det^(0) = det[vi, ^ 2 , 

根据 5. 2 . 1的定理 2 * 推得，边 U ) 是 (5. 33) 的一个基解矩阵.定 

理证毕. 
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例 5 试求方程组 


x r = Ax , 其中 A 


5 3 


的一个基解矩阵. 


解由例3知道， ^=3 + 5 i 和為= 3 — 5 i 是 A 的特征值 


而 







是对应于山，;1 2 的两个线性无关的特征向量.根据定理10,矩阵 


少 （ t ) = 


p e (3 + 5i)i 

I 

! ie(3 + 5i” 


jg(3^5i)( ' 

e (3-5i)* 


就是一个基解矩阵. 

一般来说，定理10中的 ① （ o 不一定就是 txpAt . 


然而，裉 


据 5. 2. 1的推论2*，我们可以确定它们之间的关系，因为 QxpAt 
和 ^( O 都是 （5. 33) 的基解矩阵，所以存在一个非奇异的常数矩 


阵 C , 使得 


exp At =^( t ) C . 


在上式中，令《=0,我们得到0：=頌<(0).因此 

expAi = 0(0^' ! (0) (5. 47) 

根据公式 (5. 47), expAt 的计算问题相当于方程组 (5. 33) 的任 一 
基解矩阵的计算问题.注意，公式 (5. 4 7 )还有一个用途，这就是下 
面的附注所指出的. 

附注1我们知道，如果 A 是实的，那么 expA « 也是实的. 

因此，当 A 是实时，公式 （5. 47) 给出一个构造实的基解矩阵的 
方法. 

例6 试求例5的实基解矩阵(或计算 cxpAt) t 

解根据( 5 . 47 )及附注1,从例5中得 
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现在讨论当 A 是任意的 nxn 矩阵时， （5. 33) 的基解矩阵的 
计算方法.先引进一些有关的线性代数知识①. 

假设 A 是一个矩阵，七，…，々是 . A 的不同的特征 
值，它们的重数分别为〜，》2,…，，这里+?*2+…+以=».那 

末对应于每一个〜重特征值； U 线性代数方程组 

(A-^E) w > m -0 (5.48) 

的解的全体构成 k 维欧几里得空间的 一个〜 维子空间^0*-1, 
2 ,…，幻，并且 w 维欧儿里得空间可表为 R， ％， …，" fc 的直接和. 

这就是说，对于 n 维欧几里得空间的每一个向量 u， 存在唯一 
的向量 W!，u 2 , … w ，其中 Uj ^ Vj(j = l , 2, •••, k ), 使得 


m = u 】 +m 2 + … +M* (5. 49) 

关于分解式 ( 5 . 4 9 )， 我们举出它的两个特殊情形.如果 A 的 
所有特征值各不相同，这就是说，如果每一个= 1(^ = 1，2, …， 
左)，而& = n. 那么，对于任一向量 u， 分解式 （5. 49) 中的 Mj 可以 
表为 Uj = Cj t V h 其中幻 〗 ，幻 2 , …， 是 A 的一组线性无关的特征 
向量， c,( j = 1,2,…， n) 是某些常数.如果 A 只有一个特征值，即 
^-1, 这时不必对《维欧几里得空间进行分解. 


①有关证明可参看谢邦杰编《线性代数 >(1978 年,人民教育出版社). 
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现在利用刚刚引述过的线性代数知识着手寻求 (5. 33) 的基解 
矩阵.我们先从寻求任一满足初始条件中(0)二 r? 的解炉（ （ )开始. 
从定理9我们知逆，中 (O 可以表为〆 （XexpAGn, 而我们的目 
标就是要将 (expAi)t? 明显地计算出来，即要确切知道 伊 (t) 的每 
一个分量.根据 expAf 的定义，一般来说， （expAGr； 的分量是 
一 个无穷级数，因而难于计算.这里的要点就是将初始向量 D 进 
行分解，从而使得 (expAt)!? 的分量可以表示为 i 的指数函数与* 

的幂函数乘积的有限项的线性组合. 

假设山 ，乜 …, A 分别是矩阵 A 的〜， r 2 , …，〜重不同特征 
值.这时由 （5. 49), 我们有 


*7=^1 + ^2 + *** + (5. 50) 

其中幻 #14)=1 ， 2 ,…，因为 子空间 是由方程组 （ 5. 48 ) 产 

生的，％ — 定是 (5. 48) 的解.由此即得 

(A— 乂 j*E) l< z；j = 0, j— 1, 2, •••, k (5. 51) 

注意到当矩阵是对角形时，由例1知道， expA^ 是很容易求得的, 


这时得到 


*exp (— AjE 0=e^'* 


e 








e 




E 


由此，并根据等式 (5. 51)， 即有 


(expA t)vj = ( exp A t)e x ^texp(~-AjEt)^Vj 

=e^* [exp (A—/IjE) 






2 


n 



E+«(A-A i E)4-^(A-A j E) 2 + 

2! 


• (A-lJSr 广 1 


• * 


(K 广 1) I 


再稂据等式 (5. 50)， 知微分方程组 (S. 33 )的解 -p(0 = (expA0^ 


可表为 
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q>(t) = (expAt)r}~CcxpAt)^2vj — ^ i (expAt)Vj 


h 




i 


— /j£?) 一 vij-E ) 2 + 

2 ! 



t n i 


O 厂 1)1 


— {-A 一 Aj-E) n； ^ 1 


所以，方程 (5. 33) 满足 <p{ 0 )^rt 的解 4)(0 最后可以写成 


k 


1 


fl,(o=2 e ^ 2[( A — 妨” 

i=t -<=o 名 I 




(5.52) 


在特别情形，当 A 只有一个特征值时，无需将初始向量分解 
为 (5.50). 这时对于任何 w， 都有 

( A —; lE) B tt = 0 

这就是说， （A —是一个零矩阵，这样一来，由 expAi 的定 
义，我们得到 

expA^ =e A *exp(A~^E)i 

= e A * y]^(A-AEy (5. 53) 

rrin 


为了要从 (5. 52) 中得到 expAi， 只要注意到 

exp At = (expAt) E^l (exp At)e u (cxpAi)e if 

(expAOh] 其中 



是单位向量.这就 是说, 依次令 ti=e Zy …，!?=%，求得《个 
解，以这》个解作为列即可得到 expAi. 
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例 7 如果 A 是例 4 的矩阵，试解初值问题 f = Ajc ， 中 (0) = 
Q , 并求 QXpAt . 

解 从例4知道，=3是 A 的二重特征值，这时〜=2 ; 只 


有一个子空间 R ， 将〜 = 2 及 17 = 


[Vi 



代入 (5. 52) 即得 


伊 （ t) = e 3, ££/ t(^A 一 


e 


E + t 




Vi 

32- 


+ <(—?7 1 + r} 2 y 

I 

^2 + «(-J?I+77 2 )- 


利用公式 （5. 53)， 即得 

expAi =e 3# [£ + « (A-3E)] 


或者，分别令 



(5.54) 




roi 



然后代入 (5. 5 4 )， 亦同样得到上面的结果 


例8 如果 


expAi =e 3# 




1 +名」 


凡 ——- 

— 


- 4 
0 
0 
0 
0 


1 0 0 (T 

I 

-4 1 0 0 

0 - 4 0 0 

0 0-4 0 

0 0 0 —4 
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试求 exp A L 


解这里 ?i = 5, 




4 是 A 的 5 重特征值，直接计算可得 


(A 「 4E) 3 = 0. 因此，由公式 (5. 53) 可得 


expAt =e 


— 


Ert(A + 4E) +~(A + 4E) 2 

2 l 


这样一来 


CXp-^^.i — c 


41 


1 



1 

0 

0 

0 一 

1 


0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

+ 艺 

0 

0 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

0 

0 

1 


一 0 

0 

0 

0 

0 


厂 0 

0 

1 

0 

0 



0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


0 0 0 0 


0 


0 0 0 0 0 


〆 


e 


i t 



2 i 


0 


0 1 
0 0 


t 0 0 
1 0 0 


0 0 0 1 0 


0 0 0 0 


1 J 


例 9 考虑方程组 



3 a；! — x 2 + x z 
2x x + x z 
x l — x 2 J f2x z 


这里系数矩阵 


A 


3 

2 

1 


1 

0 


2 
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武求满足初始条件 




「叫 

q>CO) =| rj 2 \—rj 


im 



的解 <P(0, 并求 expAf. 


(S A 的特征方程为 

det ( AE - A ) = ( A - l )(； 2) 2 -0 


= 1, A 2 = 2 分别为 A = 1 ^2 = 2 重特征值 * 为了确定三维欧几里 

得空间的子空间 R 和％，根搪 (5. 48), 我们需要考虑下面方程组: 

(A—-E)u = 0 和 （A —2JE) 2 w = 0 


貧先讨论 



或 


2«i —u 2 + nz~0 

2ui —m 2 七 w 3 ::0 

Ui - u 2 J rUs 0 


这个方程组的解为 

厂0 

叫 = a 

a 


其中 a 为任意常数.子空间 R 是由向量 A 所张 成的. 其次讨论 

[ 0 0 0 ] 

t 

(A-2E) 2 u= -1 1 0 ju-0 

_一 1 i 0 j 


或 


• 218 • 



这个方程组的解为 


— U\ 4 2 /2 0 

一 U\ f M 2 ™ 0 


u 2 — 0 

其中艮 Y 是任意常数.子空间^是由向量 W 2 所张成的. 

现在我们需要找出向量^6£/ 1? 使得我们能够将初始 

向量>?写成 （5. 50) 的形式.因为 咏 U u 所以 



r 0， 


「 P 一 

%)\ = 

a 




1 a 


y 

i» ™ ■ 


其中<*，見 Y 是某些常数，这样一采 


■ ^ 

Vi 


" 0 



Vz 

— 

a 

1 

丁 


Jh 」 

1 a 

lw- _ 


Y 

^ ■響 


因而 ^ = »? i ， a +^ = /? 2 ,a + v = 7? 3 , 解之得到 a =??2 ~^H V = 

373 — ”2+ 仏，且 




0 、 


— _ 

Vi 

Vi = 

V2 

— Vi 

^2 — 

Vi 

1 

V2 

Vi _ 




根椐公式 ( 5 . 52)， 我们得到满足初始条件 q >(0)= r ) 的解为 

q>(t)^Q t Ev l ^Q zl (E^t(A-2E))v 2 



0 

/ 

1 -1 r 

\ 

_ ■ 

m 


h —Vi 

i 

+ e 2< E^t 

2 — 2 1 


m 

■ 

1^2 m 

\ 

1 一 1 0 

! 

— Vi — ^ + Vi 、 
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0 


「 1 + f — i 


t 


e* 

t 

V2 

-m 

-r e 2f 

J 

<1 

.V2 

— Vi , 

1 



0 _ 


e f 

V2 

— 7]i 

+ e 2< 


J]2 

-Vi „ 



2t 


1 — 2 1 t 


t 






"1 + 

Vl + t(f] 3 ~T] 2 J r V\) 

仍―巧2+??1 


为了得到 exp At, 侬次令 7 ] 等于 



代入上式，我们得到三个线性无关的解.利用这三个解作为列，即 
得 


- (1 + t)e 2t ~te 2t te 2t ^ 

exp At = —e t + (lii)e 2i e* — te 2t te 2t 

L —e* +e 2< e* — e 2i e 2t \ 


应该指出，公式 ( 5 . 52 ) 是本节的主要结果.公式 ( 5 _ 52 ) 告诉 
我们，常系数线性微分方程组 ( 5 . 33 ) 的任一解都可以通过有限次 
代数运算求出来.在常微分方程的理论上和应用上，微分方程组 
的解当②时的性态的研究都是非常重要的.例如第六章将要 
讨论的微分方程组的解的稳定性就是其中的一个方面.作为公式 
( 5 . 52 ) 在这方面的一个直接应用，我们可以得到下面的定理 U . 
关于公式 ( 5 . 52 ) 的更深刻的应用，留待第六章去讨论. 


定理11给定常系数线性微分方程组 

"Vi, ^— A 


( 5 . 33 ) 


那么，1°如果 A 的特征值的实部都是负的，则 （5. 33) 的任一解当 
i ->+ CO 时都趋于零. 

2°如果 A 的特征值的实部都是非正的，且实部为零的特征 
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值都是简单特征值，则 (5. 33) 的任一解当 < —+oo 时都保持有界. 

3° 如果 A 的特征值至少有一个具有正实部，则 (5. 33) 至少 
有一个解当 + co 时趋于无穷. 

证明 根据公式 (5. 52)，知道方程组 （5. 33) 的任一解都可以 
表示为#的指数函数与《的幂函数乘积的线性组合，再根据指数 
函数的简单性质及定理中2°两部分所作的假设，即可得1°，2° 
的证明.为了证明设 A = a+i 沒是 A 的特征值，其中 a ， 是实数 
且 a >0. 取 I ?为 A 的对应于特征值;I的特征向量，则向量函数 

q>( t ) =C At r) 

是 (5. 33) 的一个解，于是 

+ oo (当 f — + oo 时） 

这就是所要证明的. 

本段所讨论的步骤及公式 (5. 52) 提供了一个实际计算 (5. 33) 
的基解矩阵的方法.在这里我们主要应用了有关空间分解的结 
论.事实上，利用其他方面的代数知识也可以相应地得到计算基 
解矩阵 expAi 的别的方法.例如通常微分方程教材所介绍的化 
约当 (Jordan) 标准型的方法就是其中的一种，它主要是利用矩阵 

理论中约当标准型方面的知识.这一方法在理论上显得颇为简 
洁，但实际计算起来则可能比较麻烦.又如 E.J.Putzer 利用哈 
密顿-凯莱 (Hamiton-Cayley) 定理，将基解矩阵 expAf 的计算 

问题归结为求解带下三角矩阵的齐线性微分方程组的初值问题， 
方法也很简单.现在将提及的方法介绍如下作为附注供读者参 

I 

考. 

附注2利用约当标准型计算基解矩阵. 

首先对于矩阵 A, 由矩阵理论知道，必存在非奇异的矩阵 T, 

使得 

T l AT=^J (5.55) 
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其中 J 具有约当标准型，即 


这里 



01，2,…， Z ) 


L Aj J 

为阶矩阵，并且 w! + w 2 f …+ = «，而 Z 为矩阵 A —AE 的初 

级因子的个数; A，A 2 , …，；I,是特征方程 (5. 4G) 的根，其间可能有 
相同者;矩阵中空白的元素均为零. 

由于矩阵•/及乃 = 1, 2 ，…， 0的特殊形式，利用定义 (5. 34) 
容易计算得到 

FexpJjf 1 


expJt = 


cxpJ 2 t 


參 





(5* 56) 



(5* 57) 
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所以，如果矩阵 J 是约当标准型，那么可以计算得到 expJf， 由 
(5. 55) 及矩阵指数的性质3°，可以得到微分方程组 (5. 33) 的基 
解矩阵 exp At 的计算 公式： 

exp At =exp(TJT _1 )« = T ( cxpJt ) T~ l (5.58 ； 

当然，根据 5. 2.1 的推论 1*， 矩阵 

^( t)=TcxpJt (5.59) 

也是 (5. 33) 的基解矩阵.由公式 (5. 58) 或者 (5. 59) 都可以得到基 

解矩阵的具体结构，问题是非奇异矩阵 T 的计算比较麻烦. 

附注3 算基解矩阵 expAi 的另一方法. 

用直接代入的方法应用哈密顿-凯莱定理容易验证① 

11 — 1 

exp-A t — ^ ^ j+t( f )-P j 

i = o 

其中 P 0 = E ， JP 产 JJ(A 一 A 五 ) ， (j=l, 2, •••, n), 

hi 

^2 (^)* …，是初值问题 

f r[ = Air x 

= ()二2, 3,…， 《) 

^!(0)==1, rj(0) = 0, () = 2, 3,… ， n) 

的解，人， A 2 ，…， A n 是矩阵 A 的特征值(不必相异). 

现在应用这一方法计算例9给出的方程的基解矩阵 exp At . 
这时 Aj = l, A 2 = /l3 = 2, 求解初值问题： 

J7*2 = ^i + 2r 2 
)7^ = 7* 2 + 2r 3 

(^i(0) = l, r 2 (0) =r 8 (0) = 0 


①参阅 E_ J. Putzer: Avoiding the Jordan Canonical form in the Discu¬ 
ssion of Linear Systems with Constant Coefficients • 美国数学月刊， 1966. VoL 



得到 n 二 r ? /^ Q 2 t - Q \ r s =(i-l)e 2 M-e ( ? 计算得 


2 —1 1 

P 1 = j\ — E 2 — 1 1 

1 —1 1 


1 

P 2 二 :（A —E)(A — 2E) = 1 

0 

丨 * 

最后得到 

2 

QXpjAt = 〉 : y j 十 i( i 





(l + <)e 2t —te 2t tQ 2i 

(l+«)e 2t —e* — <e 2f + e f fe 2t 
e 2( —e* —e 2f +e* e 2< 


与例 9 所得结果相同. 

最后，我们给出非齐线性方程组 

x f = Ax -f/(f) (5. 60) 

的常数变易公式，这里 A 是常数矩阵， /(O 是已知的连续 
向量函数 . 因为 （ 5. 60) 对应的齐线性方程组 (5.33 ) 的基解矩阵 
^(O^expAi, 所以， 5.2.2 中的常数变易公式在形式上变得 
特别简单 . 这时，我们有頌 l^^expC —sA )，= 
exp[(f—s)A ]， 若初始条件是 <p(Zo)=j ?， 则 q> & (t)=cxpl(t~ 
! « 0 )A]i7, (5. 60 ) 的解就是 

屮⑴ = exp [(尤 ~t 0 )A^r] 


+ f expl(t ~s)A^}f(s)ds (5. 61) 

我们可以利用本段提供的方法具体构造基解矩阵 expAi. 然而， 
除非是某些特殊的情形，要去具体计算 (5. 61) 中的积分式也是不 


容易的. 
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例 10 设 


A 


r 


51 


L-5 3 


fit) 


e 


0 


试求方程 Y = + 满足初始条件 


炉 （0) 


0 


的解 . 


解 由前面的例 6 知道， 


expAi = e 3i 


cos5^ sin 
sin 5^ cos 5i 


代入公式 (5. 61) ， 我们得到(利用 


0 


0 ) 


<p(t) = e 3 


cos5t sin 5^ 
sin 5^ cos5i 


i # 



e 


3((- 


0 


cos 5( 右一 s) sin 5(^ — s) 


sin 5(< 一 s) cos5(4 一 汶 )_: 0 J 


e 


8 


我们计算上面的积分 如下 : 


q>(t) = Q z 


sin 5t 



i 


+ e 3 *| e 

0 


4 彡 




coscos5s+ sin 5^ sin 5s 


sin 5 艺 cos5s + cos5 艺 sin 5s J 


ds 


利用公式或者分部积分法，得到 


e 


48 


0 e " 4Sc ° s5 ^ S = 16 + 25 


(—4cos5s + 5sin 55) 


s^t 




o 


e " 4 a sin 5 srfs 


e 


— 43 


16 + 25 


(— 4 sin 5s — 5coa5s) 


s 


s = 0 


最后我们得到 


中⑴ 


41 


e 


3 f 


4cos5/ + 46sin 5^ 一 4e" 4 * 
46 cos 5 Z — 4sin5i —5e* 4i 



5. 3.3 拉普拉斯变换的应用 

拉普拉斯变换可以用于解常系数髙阶线性微分方程，也可以 
用来解常系数线性微分方程组.为此，首先将拉普拉斯变换推广 
到向量函数的情形.我们定义 

幺 [/ ⑴…/(，)忍 * 

J 0 

这里/(0是《维向量函数，要求它的每一个分量都存在拉普拉斯 
变换.其次，我们来建立下面的定理12,它保证了对常系数线性 
微分方程(组)施行拉普拉斯变换的可能性. 

考虑常系数线性微分方程 

x f = Ax-\- fit) 

其中 A 为 Tix w 常数矩阵， /( i ) 为 0<«< + oo 上的连续 ra 维向 

量函数(包括 /( O ^ O 的情形). 

% 

定理 12如果对向量函数/(?)，存在常数见>0及 cr >0 使 
不等式 

(5.62) 

对所有充分大的〖成立，则初值问题 

= + a ;( 0 ) =rj 

的解及其导数均像 / G ) —样满足类似 (5. 62) 的不等 
式，从而它们的拉普拉斯变换都存在. 

证明 根据假设存在足够大的凡使当时 
i/e “，而 

f [A«p(5) + /(s)]cfs 

J 0 

= 17 + f D4 中 （ S) 十 /(5)] 心 + f [A<p(.5) + /(s)]rfs, 

JO • T 

注意到在所假设条件下，解 < P ( f )( V (0)=»?) 于 0<«< + CO 存在、 
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唯一且连续，故于[0, T ] 上 A〆t ) + /(£ ) 有界,即存在 iOO 使 


h+ 〔 [Av0) + /0 胸 


于是 


I ^ COII ^^ H — e ^ + 


t 


两边乘以 e ' 并注意到当 Os 时 


SAHkO )! 心 

( < e — ,得到 


| 9 >(0!! e" cr ^ire 


at 


M 


+ I A [| • |[^ p ( s ) |[e us ds 


令 L = Ke 


aT 



M 


及 r ( t )=|| 中 （ t )| e _' 则当时尤 e 


<rl 



M 


< L , r ⑴ >0 且 


r(t)^L-h lA\r($)ds 

J T 

由此根据格朗瓦耳不等式（见习题 3.1) 即得 

rCO^expCIAK/-^)], t>T 
或 

^(Oll^expC-IAS^-expCdAH-a)^, t>T 
又计及 < p r ( t ) = Aq >( t ) + f ( t ) i 则当 t > T 时就有 

IV ⑴|<| AH 中⑴ 1 + 1 /⑴ I 

<11 A||Lexp( —|iA[j7 T )*exp[(|A| + cr)«]+J^e ,T, 
<[[!AlLexp(-|Ai!T) + J/]e X p[(|A|I+o-)0 
这就是说，对向量函数 <P (0 及存在相应的常数 I和 a 使 
不等式 (5. 62) 成立.易见它们的每一个分量都是原函数，从而拉 
普拉斯变换存在.因此，按定义向量函数/(〖)及<?(〖)，〆（£)的拉 
普拉斯变换均存在. 

推论如果对于数值函数 /( f)， 存在常数及>0及 C 7>0 使 
不等式 
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l/(OK^e 


<7f 


对所有充分大 的 《成立，则常系数线性微分方程的初值问题 


(4.32) 


'a?( n > -4-a 1 a；< n ~ 1 > + …4- a n x = /( ^ ) 

a:(0) — ar 0 , x r (0) —arj, •••, ar <n-1> (0) —j 0 <n_1> 

的解及其直至 k 阶导数均存在拉普拉斯变换. 

例 11利用拉普拉斯变换求解例 10. 

解 将方程组写成分量形式，即 

H 

二3 1 + 53?2 + e 恭 

= — 5 x：i +3 a ：2, 炉 i (0) = 0, 史 2(0) = 1 
令 i ( s ) == < S ? C < ? ) lC 叉2(5) = 癸[史 2( t )] ， 以怎 1 = 史】（ £ )， 怎2 = 

代入方程组后，对方程组施行拉普拉斯变换(依定理12,这 
是可能的）得到 



sX l (s)^3X 1 (s)+5X 2 (s) + 


s 


即 


sX z ($) 


-5X 1 (s) + 3X 2 (s) 


由此解得 


(s-3)X 1 (s)-5X 2 (s) 
5X 1 (5) + (5-3)X 2 (s) 


s 




X x ( s ) 


s — Z 

s-j-1 


5 


(s-3) 2 +5 


2 






41 


4 


s — 3 




(s —3) 2 +5 2 


+ 46 


(5 — 3) 2 + 5 2 




5 h 


j 


s 


X 2 (s) 


s 


0?-3) 2 + 5 


2 




41 


46 


s — 3 


(s-3) 2 +5 


2 


4 


_5 

(5 — 3) 2 


1-5 


2 


5 


s + 1 


取反变换或査拉普拉斯变换表即得 
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<p 1 (0=j i e 3f (4cos5^+46sin5i-4e" 4 ') 

<Pz( t ) = ^re 3f (46cos5^ 一 4sin 5 之一 5e^ 4# ) 

所得结果跟例 10 —致. 

例 12 试求方程组 

(x\ = 2x { + 无 2 
lx , 2 ——x l +4 怎 2 

满足初始条件9^1 (0) = 0,炉2(0)二1的解(9^1(0， 9^2(0), 并求出 
它的基解矩阵. 

解令 X 1 (5) = ^[^ 1 (0], x 2 (5) = ^[< p 2 (0]. 假设4 = 
^( t ), X 2 ^< p z (t ) 满足微分方程组，我们对方程取拉普拉斯变换, 
得到 

CsX t (s)-<p 1 (0)=2X 1 (5) + X 2 ( 5 ) 

UX 2 (s)-^ 2 (0) = -X 1 (5)+4X 2 (s) 

即 

j (5- 2) X ] (^)-^ 2 ( s )=^；(0)-0 

^XiO) + (S —4)^2 (5)= 炉 2 (0) = 1 

解出 XiOLKs ), 得到 

XM = (I^W^ X 2 ⑻ == 占 + ( s _!3 ， 

取反变换，即得 

< Pi ( t ) — te Zt 9 ( p 2 ( t ) — Q Zi + = (1 + <) e 3 * 

为了要寻求基解矩阵，再求满足初始条件^(0) = 1，0 2 (0) = 0的 

解 (6( f )， A ( f )). 如前一样，我们得到方程组 

(( s -2) X i ( s )- X 2 (5) = ^ i (0)-1 

CX 1 (s) + (s-4)X 2 (s) = ^ 2 (0) = D 


的解为 
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XM 


s — 4 


s 


3 (s —3) 2 , 


X 2 (s) 


(卜3) 2 


取反变换，得到 

^ l (^)~( l ~ O e3 S 妒 2(《）=— 


这样一来，基解矩阵就是 


^(0 


^i(0 

— a 3* 

^1-t t 1 

-妒 2(() 9^2( 亡 ）— 


—~t l + l- 


读者可以将结果与前面的例7比较一下. 

从上两例中我们可以看到，应用拉普拉斯变换可以将求解线 
性微分方程组的问题化为求解线性代数方程组的问题 • 如果方程 
组的阶数不很高的话，那么它的解是容易求出来的 • 

应用拉普拉斯变换还可以直接去解高阶的常系数线性微分方 
程组，而不必先化为一阶的常系数线性微分方程组 • 


例 13试求方程组 

(xl — 2 x f 1 —X 2 +2x 2 = 0 

(^1 — 23 ：! + » 2 = — 2 e ** 


满足初始条件炉 〆 0 ) = 3 ，史; ( 0 )= 2 , 9 ? 2 ( 0 )= 0 的解 （ A ( t )， 

解令 X !( S ) =<^[ 9 ^(?)], X 2 (S) =念[炉 2 ( t )]、对方程组取 
拉普拉斯变换，我们得到 

([s 2 _X\(s) — 3 s — 2] — 2[sXi($) — 3] — 5 X 2 ( 5 ) + 2 X 2 ( 5 ) =0 
} IsXM -3]-2X,( 5 ) + s-X* 2 (5) = - 


整理后得到 

ris 2 -2s)X i (s)-(s-2)X 2 (s) = 3s~4 ： 
((5-~2)X 1 (s) + sX 2 Cs)- 

解上面方程组，即有 
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v “、— 3s 2 -4s-l 1 t 1 r 1 

XAS) ~ (^+T) (s~iyfj^2) = n+^Ti 十 ^2 

V 2 _ 1 1 

XM ~ Cs + T ) ( s ~~ T ) ~ 口- JTI 
再取反变换就得到解 

()=e*+ e~*+e 2 * ， ^> 2 ( ^)=c* 一 e~* 

从例 13 中可以看出，应用拉普拉斯变换可以比较快地得到 
解答. 

拉普拉斯变换可以提供另一种寻求常系数线性微分方程组 

X ’ = Ax (5. 33) 


的基解矩阵的方法. 


设 中 （G 是 （ 5 _ 3 3 )满足初始条件 <p(0)=i7 的解，我们令 X(s) 
二幺对 (5. 33) 两边取拉普拉斯变换并利用初始条件，得 
到 

sX ( s ^ — r } = AX ( s ) 

因此 


( sE - A ) X ( s)^-n (5.63) 


方程组 (5. 63) 是以 XU) 的 n 个分量 XM ， 1心)， …， X 况为 

未知量的《阶线性代数方程组.显然，如果$不等于 A 的特征 
值，那么 detUE—A) 乒 0. 这时，根据克莱姆 (Cramer) 法则，从 
方程组 (5. 63) 中可以唯一地解出 X ( 5 ). 因为 detOE —A ) 是 s 
的》次多项式，所以 XO) 的每一个分量都是 s 的有理函数，而且 
关于??的分量??1，仏，…，％都是线性的.因此， XO) 的每 一个分 
量都可以展为部分分式(分母是 (S—A) 的整数幂，这里;I•是 A 的 
特征值).这样一来，取 X(s) 的反变换就能求得对应于任何初始 
向量 的解中 U ). 依次令 


# 
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就求 得解心 ( t )， 奶 ( t )， 以 …（。，中以）， …，队 （ o 作 

为列向量就构成 (5. 33) 的一个基解矩阵壶 (f ), 且 0(0) - E , 

例14试构造方程组 f = Ax 的一个基解矩阵，其中 


3 

A = 2 

1 


一 1 
0 







解 对方程组两边取拉普拉斯变换，得到 


即 


sX (5) —rj = AX ( s ) 


( sE - A ) X ( s )= t ) 


由 A 的具体元素代入，得到方程组 


s — 3 1 

-r 



— — 

Vi 

— 2 s 

-i 

X ,( s ) 


V2 

——1 1 

5 — 2 

X ,( s ) ^ 


Jh — 


按第一行将 det ( s £ — A ) 展开，得到 

det ( s-E — A ) = (s —3)[ s(s —2) + 1] 

+ [2(s — 2) + 1] — ( ~ 2 + s) 

= s 3 -5s 2 + 8s-4=U —l)(s — 2) 2 

根据克莱姆法则，有 ^ 


Xi ( s ^) = 


Vi 

1 

-1 

”2 

s 

-1 

Vs 

1 

s — 2 


(S — 1) (s — 2) 2 
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X 2 (s) 


X z (s) 


仏 [>(g—2) + 1]—?y 2 0 —2 + 1) +v 3 ( — l + s) 

(s — l)(s —2) 2 

—1)—7y 2 + ?? 3 
5 — 3 7}x 

— 2 Tj z 


—1 
— ll 


Vz s —2 


(5-l)(5-2) 2 


7^25 — 3 )+ 77 2 ( S 2 — 5 s + 5 )+ t ? 2 (s — 1 ) 


5-3 

-2 


s 


(s-l)(s-2) 2 


m 

V 2 


(s~l)(s-2) z 


V\( s — 2) — t] 2 Cs — 2)+?73(s 2 — 3s+ 2) 


rn —m 


0 — 1)0 —2) 

7 s 


(5 — l)(s —2) s —2 

到此，最好先将仏，仍，仍的具体数值代入，再取反变换比较方便 
些. 


首先，令％ = 1， 仏二 0, 7? 3 = 0,我们得到 




S 


1 





B 


(s — 2) 2 s — 2 (s — 2) 




从 O — l ) = 4 (s —2)+5 得到 = 因此 


X x {s) 


s-2 1 ( 卜 2) 2 


x x {t) — c 2t + tc zt = (!-{- t)e 2 


同时，又得 
X 2 ( s ) 


2s-3 


C 







+ 


(5 — 1 )( 汉一 2〉 2 s —1 s — 2 (5 — 2) 2 


• Z33 ^ 


从 2 s — 3 = C(s — 2) 2 + D ( s -2 )(s —1) + F ( s —1) 得到 C =_ l ， D 
= l,p = l . 因此 


ar 2 (f) = (f + X)e 2t —e* 

同样，可计算得到 


X^(s)= - - -= 

X s (t) = Q 2t —C* 



这样一来， 


(l + Oe 2i 


中 1(尤）= (1 + t ) Q 2t — e ( 

e 2( —e* 


其次， 令 Vi = 0, ”2 = h Vs ^ O , 我们得到 

Xl(s) = ( i=W 

Xi( f ) = — tQ 2t 


X 2 (s) = 


s 2 -5s + 5 

( s - i )( s -2 y 



lAy 


— l •因此 


又 


X 2( s ) ^ jhj ~( j ^2)2 

X 2 (t)~Q i ~t 0 2t 

x 3 ( s )= 7 —~ 

(5 — 1)(S — 2) S — 1 5 2 

X 3 (t)=Q l —Q Zt 


这样一来， 
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-« e 2< 

4p 2 (0 = — te 2t 

— • 

最后，令％ = 0,7? 2 = 0, ?/ 3 = 1，我们得到 

X { (s) — X l (t)~tQ 2 * 

X 2 (s)=7 ~~ X 2 (t) = tQ Zi 

(5 — 2)' 

X Z ( s)=-^—y X Z ( t )= Q 2i 

s — z 

这样一来， 

" te 2t ' 

中 3( 亡） 

e 2t 

综合上面的结果，我们得到基解矩阵 

^( t )= [伊 i ( t )，< p 2 (()，< P 3( G ] 

"(l + f ) e 2< — tQ zt tQ 2 *" 

=(1 + Z)e 2f —e* e* — ie 2f tc 2i 

e 2 * — e ( e ( — e 2 * e 2t 
—* ^ 

且 

取 (0) = E 

读者可将本例结果与前面的例 9 作一比较. 

从上述各例可以看到，应用拉普拉斯变换求解常系数线性微 
分方程(组)的初值问题是比较快捷的.但遗憾的是，它对方程中 
强迫项的性质要求比较高.因此，并非任何常系数线性微分方程 
(组)都能用拉普拉斯变换法进行求解,这是必须注意的. 

习题 5.3 

1. 假设 A 是 nX « 矩阵， 试证： 
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a) 对任意的常数 Ch c 2 都有 

expicxA + CzA) =Gxpc l A-Qxpc 2 A 

b) 对任意整数 fc, 都有 

(expA) fc =expfcA 

(当办是负整数时，规定 (expA) * = [(expA)H 

2. 试证：如果中 ⑴是/满足初始条件的解，那么 

<p(0 = [expA(i — « 0 )]i7 

3. 试计算下面矩阵的特征值及对应的特征向量. 



4. 试求方程组 V =Ax 的一个基解矩阵，并计算 exp/U， 其中 A 为: 




5. 试求方程组的基解矩阵，并求满足初始条件 < p (0 )= fl 的解 
Pit )： 




6 - 试求方 程组 〆 的解 ip ( t ) 


a) 
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b ) <p (0) =0, A 


_ 0 

1 

(T 



0 

0 

1 


= 

l -6 

-11 

— 6 - 




0 

0 


e 


c ) < p (0) 


Vi 

Vz 


4 — 3 


fit ) 




sint 
2 cos t 


7. 假设 m 不是矩阵 A 的特征值.试证非齐线性方程组 


i 4 x + ce m * 


有一解形如 


9>( f ) = pe m * 


其中 C ， p 是常数向量. 
8. 给定方程组 


( w \ — Zx \ J r 2 x x ^ x f 2 —*2 = 0 
ix\ —22^+4 +ar 2 = 0 

a ) 试证上面方程组等价于方程组 V => Ui ， 其中 


— % — 




_ o 1 

0 - 

u 2 

1 

\ 

A 


一 4 4 

2 

l w 3 」 

—X 2 - 


-2-1 

-1 - 


b ) 试求幻中的方程组的基解矩阵. 

c ) 试求原方程组满足初始条件 


x x ( 0 ) = 0 , x\ ( 0 ) = 1 ， Xz(0) =0 


的解. 


9. 试用拉普拉斯变换法解第5题和第6题. 

10. 求下列初值问题 的解： 


a ) 


x \ -4*^2 =0 


x ' 


1 


g > i ( 0 ) = l t 外 (0) =0 


b ) 


c ) 


x\ + Zx\ +2xi+x r 2 
x\ +2xi+x r 2 —x t = 0 

< Pi (0) =1, < p \ ⑼ =- 1，屮 2 ( o ) = t > 

%\ — m % x 1 = 0 
x f 2 + m 2 ar 1 = 0 

疋 1 (0) =77i, x\ (0) ~T}i^ A(0) —TJsi (0) =1J 


11. 假设 g = 是二阶常系数线性微分方程初值问題 



y%ay’ +by=Q 
^(0)=0, y f (0)=1 


的解，试证 

Jo 


是方程 


y^^ay f +by=f (a:) 


的解，这里为已知连续函数 4 


本章学习要点 

线性微分方程组理论是微分方程理论中非常值得重视的一部 
分内容.无论从应用的角度或者从理论的角度来说，本章所提供 
的方法和结果都是重要的，它是进一步学习常微分方程理论和其 
他有关课程的必不可少的基础知识.学习本章时应注意如下几 

占 . 

r 理解线性微分方程组解的存在唯一性定理，进一步熟悉和 
掌握逐步逼近法.要熟悉向量与矩阵的表述方法. 

2°掌握线性微分方程组的一般理论主要是了解它的所有解 
的代数结构问题.这里的中心问题是齐线性微分方程组的基解矩 
阵的概念.有了基解矩阵，齐线性微分方程组的任一解可由基解 
矩阵表示，而非齐线性微分方程组的任一解亦可通过积分由基解 
矩阵表示，这就是所谓常数变易公式.一般理论的基本内容可以 
概括在定理 1' 定理 2* 及常数变易公式 (5. 27) 中.读者可以此 

为线索了解有关内容. 

3°基解矩阵的存在与具体寻求是不同的两回事. 一 般齐线 
性微分方程组的基解矩阵是无法通过积分得到的.但当系数矩阵 
是常数矩阵时，可以通过代数方法求出基解矩阵,这时可利用矩阵 
指数 expAf , 给出基解矩阵的一般形式，而基解矩 阵的具体计算 
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方法：主要是利用公式 （5. 52). 在理论上还要注意用约当标准型 
表示基解矩阵的方法. 

拉普拉斯变换是求解常系数线性微分方程组的初值问题的一 
个简便方法,要懂得运用. 

4°掌握高阶线性微分方程与线性微分方程组的关系，懂得将 
线性微分方程组的有关结果推论到高阶线性微分方程上未，从而 
在一个统一的观点下理解这两部分的内容. 
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第六章非线性微分方程和稳定性 


t 


§6.1 弓 | 言 


前面第四章和第五章主要讨论的是线性微分方程(组) . 正如 
我们所指出的，这在工程技术的应用上具有十分重要的意义，但由 
于物质运动的复杂性，对它的描述往往归结到一个非线性微分方 
程.我们在第四章已经见到,非线性问题比线性问题要复杂得多， 
困难得多.为了将问题线性化，必须经过理想化，忽略掉某些次要 
的因素.当然要求这样简化的结果仍能反映物质运动的本质，而 
不致严重歪曲原来的运动规律.显然，并非每个非线性问题都可 
简化成线性问题来处理的.因此，自然地提出这样的 问题： 在什 
么条件下可以将非线性微分方程简化成线性微分方程来处理而不 
致产生太大的误差？当问题不允许线性化时，如何具体掲示物质 
运动的规律及研究它的属性呢？这正是本章所要讨论的主要问 
题. 

让我们从一个简单的方程谈起. 

考虑一阶非线性方程 

( 6 . 1 ) 

at 

其中木5为常数且 U 5>0, 初始条件给定为 KO )= yo . 

易见，方程有两个常 数解： 

贫 1(<)三0和 (6.2) 


当 y # o 和2^^时， 方程 （6.1) 可改写成为 
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或 


Y(A~By) =dt 


(hA 


、dy 


Adt 


两边积分即得 


In |y| —ln\A — By \ — At -f c 


这就是方程 （6_1) 的通解，其中 c 为任意常数.再利用初始条件 


y(0)= yoiyo ^ o , ^ j 确定常数 c: 


In 


Vo 

A — By 。 


这样，我们就得到方程 (6_ 1) 满足所给初始条件的解为 




(6.3) 


dy 

It 


<0 


j 4 


y 2(«>= 




dt 


>0 




o 


dy 

IT 


>o 


dy 

dt 


<0 
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对应于 初值％ 的所有可能情况，解 (6. 3) 的图象如图 (6, 1) 所 
示.从图中可以看到，当4>0, 5>0时，满足初始条件 y (0) = 

Vo >0 的所有解均渐近地趋于解而当4<0及5<0时， 
满足初始条件 〆 的解均趋于解仏（《)=0,但满足初始 

条件 y ( o )=^ fl >4 的解则趋向无穷，且以平行于 g 轴的直线为渐 

近线.这些特性也可以由解的表达式 (6. 3) 直接推出.在第一种 
情形，即4>0, S >0 时，解 y 2 ( t 4被说成是稳定的，而对解 

y i (i) = o 1 由于满足初始条件 y ( o ) = %< i 的解均越来越离 开它， 

这样的解 hG ) 被说成不是稳定的，或不稳定的；同样，在第二种情 
形，即4<0和万<0时，解力（（)是稳定的，而解 hG ) 为不稳定 

的 • 

稳定性的物理意义是明显的，因为用微分方程描述的物质运 
动(例如某一质点运动）的特解密切侬赖于初值，而初值的计算或 
测定实际上不可避免地出现误差和干扰.如果描述这运动的微分 
方程的特解是不稳定的,则初值的微小误差或干扰将招致“差之毫 
厘，谬以千里”的严重后果.因此，这样不稳定的特解将不宜作为 
设计的侬据；反之，稳定的特解才是我们最感兴趣的.这说明解 
的稳定性的研究是一个十分重要的向题，可是大多数非线性微分 
方程是不可能或很难求出其解的具体表达式来的.因此，必须要 
求在不具体解出方程的情况下判断方程的解的稳定性态. 

现在给出微分方程的解的稳定性态的严格定义，对于一般的 

«阶微分方程 

z (n> ^g(t;z 9 z\ — , (6. 4) 

如果不仅把 3 而且把 ij "， …, 一 并理解为未知函数，即取 



变换 


= zy n =z 

则《阶方程 (6. 4) 可以用一阶方程组 


in 


dy x 

dt 

dy 2 


V 2 


dt 


Ps 




dy 


dt 


Vn 


dy 


At 


g ( J ; yu ^ …， y rt ) 


代替. 


因此，以后我们可以仅考虑一般的一阶方程组 


Ay 、 

dt 

或写成向量形式 


9i<J;yuV2, …， y n ) i = i ， 2 , …，》 


dy 

IT 


■ ■ _ 




其中 



\Pi] 


^9At ； Pu!/2y 

…， &n)’ 

y =■ 

: 

• 

g(t ； y) = 

92(t；Vu V2, 

■ ■番 參*華 

…， Vn) 


; 

- 衫 n △ 



… ， Vn)- 


我们称向量 函数中 （ f ) 是方程组 （6. 5) 的解，如果 


dqf>( t ) 

dt 




(6.5) 


在讨论方程组 （6. 5) 的解的性态之前，首先要保证方程组(6_ 5) 
的初值问题的解具有存在、唯一等性质，即要讨论方程组 (6. 5) 的 
解的存在唯一性以及解的延拓和解对初值的连续性、可微性等，这 


* 


24 } 


0 


S 




可概括为下面的定理.由于定理的证明方法同一阶方程的情形类 
似，这里就不重复了. 

设给定方程组 (6. 5) 的初始条件为 

y (“） (6.6) 

考虑包含"点 (z。，yo) = (^ojyio? 2^20) *** » yno ) 的某区域 

-R ： 1 1 — \y — yoll^^ 


在本章中:V的范数 |y || 定义为.所谓 g(<;y) 在 

域 G 上关于 y 满足局部利普希茨条件 是指： 对于 G 内任一点 
(“， y 。)， 存在闭邻域 KcG ， 而 g ( i ， y ) 于 K 上关于 y 满足利普 

希茨条件，即存在常数： L>o, 使得不等式 

lga ； y)-g(t ； y)l<L\\y~yl 

对所有（《， y),(i,y)ei? 成立 .i 称为利普希茨常数. 

存在唯一性定理如果向量函数 g(〖；y) 在域 U 上连续且关 
于 y 满足利普希茨条件，则方程组 (6.5) 存在唯一解:“， 
y 0 ), 它在区间 M —《。I 上连续，而且 

^p(.toi (o ， yo) = yo 

这里 ^ = niin 

解的延拓与连续性定理如果向量函数 g(«;y) 在某域 G 内 
连续，且关于 y 满足局部利普希茨条件，则方程组 (6.5) 的满足初始 
条件 （6. 6) 的解 y = tp ( t ; t 0 , yo)((t 0 , y 0 )^ G ) 可以延拓，或者延拓 
到 + 00( 或 一00); 或者使点 （i, <p(t ； to, y 0 }) 任意接近区域 G 的边 
界.而解 y。) 作为 f。，y。 的函数在它的存在范围内是连 
续的. 

可微性定理如果向量函数 gU;y) 及¥ (U=i,2 ，…, 《) 
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在域 G 内连续，那么方程组 (a 5) 由初始条件 （6. 6) 确定的解: y = 
q>{t ； t 0i y 0 ) 作为〖， （a，y。 的函数，在它的存在范围内是连续可微 

的. 

I 

I 

当我们研究方程 (6. 5) 的解的性态时往往与具有某些特殊性 
质的特解联系在一起.为研究方程组 C6.5) 的特解 y = 邻近 

的解的性态，通常先利用变换 

( 6 . 7 ) 

把方程组 (6. 5) 化为 

( 6 . 8 ) 

其中 

•I 

= g(t;X + q>(t))—g(t;q>(ty) 


此时显然有 

/(^; 0)^0 ( 6 . 9 ) 

而把方程组 (6. 5) 的特解 y = 4>(t) 变为方程组 (6. 8) 的零解 x-0. 
于是，问题就化为讨论方程组 (6.8) 的零解~ = 0邻近的解的性 

态. 


例如对方程 (6. 1) 的特解仏(〖）=|我们可以通过变换 


sc—y - 

把方程 (6.1) 变为方程 

~^-Ax-Bx 2 ( 6 . 10 ) 

dt 


这样，讨论方程 (6. 1) 的特解心0)==4的稳定性态便可以化为讨 


论方程 (6.10) 的零解^ = 0的稳定性态. 
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下面给出方程组 （6. 8) 的零解 x = 0 的稳定性一通常称为 
李雅普诺夫 (•/I^rnyHOB) 意义下的稳定性一的定义. 

考虑微分方程组 （6.8), 假设其右端函数/(<;%)满足条件 
(6. 9) 且在包含原点的域 G 内有连续的偏导数，从而满足解的存 
在唯一性、延拓、连续性和可微性定理的条件. 

定义如果对任意给定的 e >0, 存在(5>0(3—般与 e 和“ 

有关)，使当任一心满足 

I^o 

时,方程组 (6. 8) 的由初始条件 = 确定的解 x(f ) 均有 

i^(Olt<e 对一切 

则称方程组 (6. 8) 的零解为稳定的. 

如果 (6. 8) 的零解 ^-0 稳定，且存在这样的6 0 >0使当 

lx 0 ||<^o 

时，满足初始条件£。）二的解 O 均有 

lim ) = 0 

t 今 +oa 

则称零解 X = 0 为渐近稳定的. 

如果％ = 0渐近稳定，且存在域IV当且仅当而 6D。 时满 
足初始条件的解 X ( t ) 均有 lim , x ( f ) = 0, 则域 D。 称 

t 今 +eo 

为(渐近)稳定域或吸引域.若稳定域为全空间，即 A)= + oo, 则称 

零解％ =0为全局渐近稳定的或简称全局稳定的. 

* 

当零解; c = 0 不是稳定时，称它是不稳定的.即 是说： 如果对 
某个给定的不管^>0怎样小，总有一个尤。满足使 
由初始条件 所确定的解 x ( t ), 至少存在某个 

使得 

S^(« 1 )J=a 

则称方程组 (6. 8) 的零解 ^-0 为不稳定的. 

在二维情形零解的稳定性态，在平面上的示意图如图 （6. 2人 
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(b ) 渐近稳定 U ) 不稳定 

图 （ 6.2 ) 零解的稳定性态 


例如对方程 （6. 1), 当乂<0及 B <0 时其零解 y = o 为渐近稳 
定的，稳定域为这只要取 <5< e 及~ = |即可.事实上，由 

解的表达式 (6.3) 或图(6_ 16) 知道，当讥<|时解有 

1 沒 ( f )| 对一切成立. 

且 

lim^( t)=0 

t -4^ 

故由定义，零解 y =0 为渐近稳定的，稳定域为 

同样，当4>0, B >0 时，方程 (6. 10) 的零解 a : = 0 即方程 (6. 1) 
的解心 (（） 为渐近稳定的，稳定域为 z >— | 或 y > o .而当 
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/ 1 > 0 ， J5 > 0 时方程 （ 6 . 1 ) 的零解 3 ^ 0 和当 4 < 0 ， B < 0 时方程 
( 6 . 10) 的零解 z = 0 或方程 (6 . 1 ) 的解都是不稳定的.这同 

样可由解的表达式 (6. 3) 直接推出或从图 （6.1) 看出. 



1. 对下列 方程， （W 求出其常数特解(称为驻 定解) ，并画出方程的经过 
(o,：^ 的积分曲线的走向（草图），从而判断各驻定解的 m 定性； o ) 作变量 
变换，使各驻定解对应于新方程的零解： 

(1) ~= Ax + Bx \ A > 0 , B > 0 , -oo<^ 0 < + oo 


( 2 ) 


dx 




dt 




x(x — l) Or — 3> 


dx 
(} dt 


~ x(l 一 x ) (x 一 3) 


2. 直接由 （6_3) 出发，讨论方程 (6.1) 的解 3M：J )=0 和的稳 

Jj 

定性态(即稳定，渐近稳定，不稳定). 


§6,2相平面 


现在讨论二阶微分方程组 



dx 

dt 


X(t ； x, if) 


dy 

dt 


Y(t;x ， y) 


( 6 , 11 ) 


它的解 

x~x(t), y~y(t) ( 6 . 12 ) 

在以为坐标的(欧氏)空间中决定了一条曲线，这曲线称为 
积分曲线.假设方程右端的函数满足解的存在唯一性和连续性定 
理的条件，例如存在连续偏导数，此时空间的每一点都有一条且 
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只有一条积分曲线经过. 

如果把时间《当作参数，仅考虑心 y 为坐标的（欧氏)空间，此 
空间称为方程组 (6. 11) 的相平面(若方程组是高阶的，则称为相空 
间）.在相平面(相空间）中方程组的解所描述的曲线称为轨线.对 
一般的方程组 （6. 11) 在相平面上一个点可能有不只一条轨线经 
过.但如果方程组 (6.11) 是驻定方程组，即其右端函数不显含时 
fsl t 的情形，此时 (6. 11) 式 变成： 





(6.13) 


那么只要不同时有 Y { x , y )^ Q , 便可将方程组 （6. 13) 


， ■ Y r ， ™ ■ 

改写成 

， ■ -V T ^ ■ 

dy 一 

— 

dx 

Y(x, y) 

一 Ux，yy 

r r - •- r **• 

当 X(x, 夕） 关 0 时 

(6. 13a) 

或 

-= 

dy 

_Y(xj )， 

当 7( ； r ， y) 关 0 时 

(6. 136) 


由于&或^与 X ，7同样有连续偏导数，因而满足解的存在唯一性 

定理的条件，在”平面的每一点，有且只有方程（6.1 3 幻或 
(6. 136) 的一条积分曲线经过，这些曲线又可以看成是方程组 
(6. 13) 在相平面上的轨线，所以在相平面上,驻定方程组 (6. 13) 的 

轨线不能相交. 

同时满足叉 O . y )=0 的点 O ' W )， 称为方程组 
(6. 13) 的奇点，显然 

x~x*, y = y^ 

是方程组的解. 

下面我们考虑驻定方程组是线性的情形下其轨线在相平面上 
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的 性态，并裉据奇点邻域内轨 线分布的不同性态来区分奇点的不 
同 类型.这时方程的形式为 



= ax + by 
= cx^dy 


(6. 14) 


昆然，坐标原点 z = o，y = o 是奇点.如果方程组的系数满足 

条件 




(6, 15) 


则此奇点还是唯一的.下面的讨论将首先假定条件 (6. 15) 成立. 


根据线性代数理论可以通过非奇异的实线性变换 

玄 = iX + h \ 2 y 

TJ = JC21X ^22 V 


(6. 16) 


把线性方程组 (& 14) 化成标准形式，其系数矩阵为下列四种形式 
之 — ： 


j 

A 


01 TA 




P 


Lo 只丄 Lo 义丄 Lo a 」 

其中; I， A a , 沒为 实数.这些标准形式是根据方程组 (6. 14) 的特 

I 

征方程 


0— A b 

= 0 

c d 一 A 

即 

(a + d [) A+orf —6 c = 0 (6. 17) 

的根(称为特征根)的性质来确定的. 


事实上，不难直接 验证： 当特征根 An 心是相异实根时，则可按6^0或 
c ^ O 的不同情况，分别采用线性变换 

矣 * (d — Ax)x 一 by ， = (ji— k^)x — by 
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玄 = —CJ+(a —Dy ， 7 ] … oa ： + (a~X 2 )V 

r-- 0 — 

把方程组 （6.14) 化为标准形式，其系數矩阵为 I 1 ^ (在 & = c = 0 的情况 

L 0 乂 2」 


下， 方私组 （6.14) 本身已是标准形式了） ； 如果特征根是重根情形，即义= 

则当6#0或 c ^ O 时分别采用线性变换 

i — x^ 7] = (A — d)x-\-by 

或 


i = y . 


t t] = cx J r{K—d)y 


即可将方程组 (6. 14) 化为标准形式，其系数矩阵为 


jt 


0 k 


而当& = c = 0 


时,原来方程已是标准形式，且其系数矩阵为 


X 0 
0 A 


形状.最后，特征根是 


复根的情形，注意到系数《，&， c ， 均是实数，特征根心， A 2 必然彼此共轭，即 


这时若令 A t = a + i ^ 则线性变换 

1= —ca+ (a — a)y y 

或 

i — (d — cc)x — by. 




rj = px 


均能将方程组 (6.14) 化成标准形式，且其系数矩阵为 




— J3 


由于线性变换 (6. 16) 不改变奇点的 位置， 也不会引起相平面 
上轨线性态的改变，从而奇点的类型也保持不变.因此，为了简单 
起见，下面仅就标准形式的线性方程组讨论奇点的类型,至于一般 
方程组 (6. 14) 在奇点邻域内轨线分布的图貌也同时附于相应的图 
中，以供比较.现按特征根为相异实根、重根或共轭复根，分五种 
情形进行讨论. 

情形 I 同号相异实根这时方程的标准形式为 

~^= Aii 9 ^—^2? (6.18) 


其解为 
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(6.19) 


其中人，； U 为实特征根，而次 B 是任意实常数. 

首先假定 A 同为负实数.此时易见，零解是渐近稳定的. 
当5=0时 s 轴的左 半轴及右半轴本身为 轨线;而当 A = 0 时// 轴 
的上半轴及下半轴亦为轨线. 若 A . B 找 可分七 >；1 2 和; 

两种情况. 

如果^>^ 2 ,由解 (6. 19), 在 轨线上 i 时刻的 切线斜 率办有 

—^0( 当 f -> + oo ) 

SV ^ ^ 

故 轨线切 S 轴于原点.相平面上轨线的胗状如图 （6. 3«)所示. 



(a) 0>Ai>A a (6) Ai<A 2 <0 (c) 

图 （6.3> 结点 

如果则有 

¥ = 黯 = 企 (A, - A2>t — 0( 当卜 + °°) 

这表明轨线切 T ? 轴于原点，如图 （6. 36) 所示. 

从图 （6. 3) 中可以看到，所存轨线趋于奇点，且除个别轨线外， 
它们在奇点处有公切线，其邻域内轨线具有这样性态的奇点称为 

结点. 

如上所述，山，為同为负实数时，方程的零解是渐近稳定的，我 
们称对应的奇点为稳定结点. 
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当 A 和為同为正实数时,上述讨论仍然有效,只需将 + oo 
改为 <—一00,即图 (6. 3) 中轨线的走向均须改为相反的方向，这 
时方程的零解为不稳定，而对应的奇点称为不稳定结点. 

情形 n 异号实根这时方程的标准形式及其解的表达式 
仍为 (6. 18) 和 (6. 19), 不过其中 山和； 1 2 的符号相异. 

解 (6. 19) 中当 B = 0 或 X = 0 时其轨线分别为 S 轴的左、右半 
轴或 D 轴的上、下半轴，且其中一轴趋于原点，另一轴远离原点. 


当时 ，如山 <0</1 2 ,则由式 （6. 19) 可知，当 


+ 


时， £( O ->0,77( f )—+ oo , 轨线图貌如图 (6. 4 a ) 所示.如 々 COC ；^ 


则有釭 + 0( 当 


+ 00), 轨线形状如图 （6. 46). 


由图 （6. 4) 见到，在奇点邻域内，方程的轨线图貌如鞍形，这样 
的奇点称为鞍点.显然，鞍点只能是不稳定的. 






(a) Ai<0<A2 


(6) A 1 >0>Az 
图 （6.4) 鞍点 


(c) 


情形 m 重根这时可分两种情况 讨论： 

1) 6关0或^关0.如前面所指出的，这时方程可化为如下标 


准形式 




( 6 . 20 ) 


其解为 


) = (At + B)c A \ r}(t)^A& 


( 6 . 21 ) 


其中 A 为实特征根，而牵 6 为任意实常数. 
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当 a <0 时，显然有 1(0^0, 7(0—0( 当+ 00)，因而方程 
的零解是渐近稳定的.又由 （6. 21) 知，当3 = 0时， | 轴左、右半轴 
本身也是轨线，而当4尹0时，由于 


A 

£(t)~ Ai + B 


>0 ( 当 oo ) 


且当 《 = — 4时 K 0 = 0,可知轨线越过7?轴而切 I 轴于原点，如 


图 （6. 5(1) 所示.所有轨线毫无例外地沿同一个方向 G 轴)趋于奇 
点，其附近轨线具有这种性态的奇点称为退化结点.在此情形，奇 
点是稳定的，因此更称为稳定退化结点. 

假若 A >0, 这时只要将 + oo 改为 Z —— ^，则前面讨论仍 
然有效.轨线性态如图 （6. 56) 所示，奇点是不稳定退化结点。 

S 



(a) A<0 , (&) A>0 CO 

图 （ 6 . 5 ) 退化结点 


2) 6 = c = 0, 这时方程组 (6. 14) 取形式 

— A = a = d 

(L t w t 

其解为 

x(t)~AQ A \ y{t) ^ r,2 u 

于是 
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此时,轨线是趋向（或远离)奇点的半射线，如图 （6. 6) 所示.轨线均 
沿确定的方向趋于(或远离)奇点，且不同轨线其切向也异，这样的 
奇点称为奇结点，且 A <0 时为稳定的，而/1>0时为不稳定的. 


y 



A<o 



图 (6.6) 奇结点 


情形 IV 非零实部复根这时方程的标准形式为 


di 

dt 


= o^ + 


dr } 

dt 


= — PI ~\~0L7) 


( 6 . 22 ) 


这里 a 、 沒分別为特征根的实部和虚部.引入极坐标，即令| = 

rcos 0， r } = rsin 6 , 再注意到 


#奢嘧， 


则由 （6. 22) 可以得到 





d 6 

dt 



由此得到方程 (6. 22) 的解的极坐标形式 

r = Ae a \ Q =— pt+B (6.23) 

其中 4> G 和6为任意常数. 

从 (6. 2 3)直接看出，轨线为一族对数螺旋线，依顺(反)时针方 
向盘旋地趋近或远离原点，如图 (6. 7 )所示.此时，奇点称为焦点， 
且«<0时为稳定的，而 a 〉0 时为不稳定的. 
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( a ) a <0, j 3>0 (&) a >0, j 9>0 

图 （ 6 .7) 焦点 


(c) 


情形 V 纯虚根这相当于情形 IV 中 a = 0 的情形.易见 
这时轨线为以原点为中心的一族圆，如图 （6. 8) 所示.此时，奇点 
称为中心.显然，在这种情形下零解为稳定但非渐近稳定的. 



图 (6. 8) 中心 


综上讨论，可得下面 定理： 

定理 i 如果二阶线性驻定方程组 （6.14) 的系数满足条件 
(6. 15), 则方程的零解(奇点)将依特征方程 (6. 17) 的根的性质而 


分別具有如下的不同特性： 

1) 如果特征方程的稂 ^1^2 为实根，则 > U 2 >0 时奇点为结 
点，且当水<0时结点是稳定的，而对应的零解为渐近稳定的，但 
当 ^>0 时奇点和对应的零解均是不稳定的；当山；1 2 <0时奇点为 
鞍点，零解为不稳定的. 
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2) 如果特征方程具有重根； I ， 则奇点通常为退化结点，但在 
6 = c = 0 的情形奇点为奇结点.又当；1<0时，这两类结点均为稳 
定的，而零解为渐近稳定的，但当；1>0时奇点和对应的零解均为 
不稳定的. 

3) 如果特征方程的根为共轭复稂，即岑=&，则当 Rel^O 
时奇点为焦点，且当 RelCO 时焦点是稳定的，对应的零解为渐 
近稳定的，而当 Re ^!>0 时奇点和对应的零解均为不稳定的；当 
Re 糸=0时奇点为中心，零解为稳定但非渐近稳定的. 

上述奇点的类型和特征方程的根之间的关系还可以用图表来 
明了地表出.例如，引入符号 

p = —ia + d ) 9 q-ad —be 

而将特征方程 (6. 17) 写成 

A 2 + pA+q — 0 

则可以利用方程的根1，烏与系数 a 9之间的关系，通过烏 ，承为 
媒介,在以 A 9为直角坐标的平面 (A 0上明了地划分出各种类型 
奇点的分布区域，如图 (6. 9) 所示（图中拋物线的方程为炉一4穿= 


0乂 


不稳定的退化结点或奇结点 


11 "I 11 " 1 * 




稳定的退化结点或奇结点 


不稳定焦赫怎栗 



稳定结点 




图 （6*9) 


例考虑二阶线性微分方程 
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为 A = — 1， A = — 2, 是一 " 对相异 图 （ 6.10) 

负实根，根据定理1可知奇点是一个稳定结点.又^>^ 2 ,根据前 
面的讨论知道，在卽平面上于奇点附近轨线分布如图 （6. 30) 所 
示.为画出轨线在料相平面上的图貌，必须根据线性变换 (6. 16) 
具体求出 S 轴和77轴在 ary 相平面上所对应的直线方程.在此，由 
前面的讨论,我们容易将它们写出如下 

x+y = 0 茅口 2x + y~0 

由此不难画出轨线的图貌如图 （6. 10). 


在上面的讨论中假设条件（6_ 15) 成立，即特征方程（6_ 17) 没有零根的情 
形.现在我们来讨论特征方程有零根的情形.这时，特征方程 (6.17) 为 

X % — (a+c?)A = 0 

特征根为 Ai = 0 和 

由于 M — 6 c = 0* 如果^#0或则方程组 (6. 14) 可以写成 


dx 

Tt 

dy 

dt 


ax+by 


(6.14)* 


k(ax+by) 


这里咛为常数， 

此时直线十矽= 0上任何点均为方程组的奇点，这样的直线称为 
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奇线. 


由 （6. 14)* 得到 

7 . 

dx 

这表明在相平面上方程 (6.14)* 的轨线是一族平行直线 

y = kx^-A (6,24) 

其中4为任意常数. 

现 在讨论轨线的走向.由（6,14)*， 我们有 


d_ 

dt 


(ax-^by) 




4:峭 


= (a+&fc) (ax+by) = A 2 (ox+&y) 


由此得到 

ax^rby — B^ 1 

这里 B 为任意常数. 

由此看到，当1<0时轨线随着 + 而趋于奇线 上的某 一点，如图 
(6.11a) 所示. 而当； 1 2 >0时轨线的走向刚好踉上一情形取相反的方向，如 
图 （6.11&) 所示. 



(a) a+d<0 (b) a + d>0 (c) 6<0 ， d<0 



id) a = 6 = 0, d<CO (e) a = b = Q ， d>Q 

图 (6.11) 奇线 
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如果 从 = 0即 a + d = a+kb = 0 , 这时 A = 0 是特征方程的重根.而奇线 
ax^hy = b ( y - kx )^ 0 同轨线 （6. 24) 是平行的.将 （6. 24) 代入 （6. 14)* 然后 

积分就得到 

^x~bAt + C 

ly = bkA f -[■ Z) — dA f + Z) 

这里 g 0 是积分常数. 

由上式可以看出，轨线的走向将侬赖于和4的符号，例如当&<0和 
d <0 从而 fc >0 时，轨线分布如图 （6. 11 c ) 所示.奇线似+吋= 0把相平面 

划分为两个区域，位于不同区域的轨线走向刚好相反. 

如果但 c 2 +#古0,则奇线是 cx^-dy = 0 i 轨线是 x = E } 其中五 

为任意常数，即轨线平行于9轴,如图 （6. lld ， e ). 

当 a = b = c = d = 0 时显然奇点充满全平面. 

上述讨论结果可概括为如下定理. 

定理 1* 对于二阶线性方程组 (6. 14)，如果其系数不全为零，则当特征 
方程 (6. 17) 具有零 根时，其在相平面上的轨线是一族平行 直线， 并且存在一 
条由奇点组成的直线——奇线，奇线通过原点而把相乎面划分成为轨线不同 
走向的两个区域.当零根是单根时轨线随+ °°而趋近或远离奇线取决 
于 a + rf <0 或 g + C >0; 当零根为重根时，轨线平行于奇线.如果线性方程 
组 (6. 14) 的系数全为零，则奇点充满全平面， 

这一节我们详细讨论了二阶线性驻定方程组 (6. 14) 的轨线在 
相平面上的图貌.值得注意的是，轨线定义在整个相平面上，而积 
分曲线 


n(t), y^y(t) 

在整个平面上有定义，不管 〖取 正的或负的任何值，解均有意义. 
这跟上一节在稳定性定义中仅考虑的情况有所不同. 

解对《可以在正或负方向上无限延伸的这种特性是后面第五 


节中讨论周期解和极限圈问题的前提. 

习题 6. 2 

1. 试求下列线性方程组的奇点，并通过变换将奇点变为原点，进一步判 
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4 


断奇点的类型及稳 定性: 


(1) 

dx 
dt — 

= 一 x —— 穸 +1 ， 

dy 

dt 

(2) 

dx_ 

dt 

:2 or — 7穸+ 19， 

dy 

dt 


5 


2 y + 5 


2. 试讨论方程组 


dx 

dt 


ax + by, 


dy 

dt 


cy 


的奇点类型，其中 Wc 为实常数且 ac ^=0. 


3. 对线性方程组 


dx 

dt 


ax + by. 


dy 

dt 


ox+dy 


其中 0 ， & ， c，d 为实常数，记 — (a + d), q = ad~bo, A= p 2 ~iq y 

(1) 试用的符号确定方程组的奇点的可能类型（鞍点，结点，焦 
点，中心)； 

(2) 试用的符号确定方程组零解的稳定性. 

4. 振动回路（如图 （ 6. 12)) 中电流变化规律满足微分方程： 


L 


d z I 

dt 1 


R ^ + i 



( L >0, fl >0, OO ) 

试讨论这一系统的平衡状态（即方程的 
奇点）的可能类型. 



图 （6.12) 


§ 6. 3按线性近似决定微分方程组的稳定性 

前面对二阶常系数线性微分方程组的奇点的讨论虽然可以进 
一步推广到三阶或更高阶的线性方程组.但由于空间及更高维的 
相空间中轨线图貌过于复杂难以具体作出，而且在实际问题中，往 
往主要先考虑其稳定性态，这是可以或较容易解决的.因此，在这 
一节我们将先讨论》阶线性方程组零解的稳定性，然后研究按线 
性近似决定微分方程组的稳定性态的问题. 
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考虑〃阶常系数线性微分方程组 


dx 

dt 


= Ax 


(5.33) 


由第五章§ 5. 3的 （5. 52) 式知道，它的任一解均可表为形如 

u 

^2 c im t m e ^ ( z < n ) (6.25) 

m- 0 

的线性组合，这里 A 为方程组 (5. 33) 的系数矩阵 A 的特征方程 

det(A — AE) = 0 (6. 26) 

的根 ( E 为单位矩阵)， L 为零或正整数，由根; I ;的初级因子的次 
数决定. 

根据 (6. 25), 与第五章的定理11相对应的我们可以得到如下 
的结论： 

定理2若特征方程 （6.26) 的根均具有负实部，则方程组 
(5. 33) 的零解是渐近稳定的.若特征方程 (6. 26) 具有正实部的根, 
则方程组 (5. 33) 的零解是不稳定的.若特征方程 （6. 26) 没有正实 
部的根，但有零根或具零实部的根，则方程组 (5. 33) 的零解可能是 
稳定的也可能是不稳定的，这要看零根或具零实部的根其初级因 
子的次数是否等于1而定. 

现在考虑非线性微分方程组 


-^-^Ax + R ( x ) (6.27) 

dt 

其中 R (0) = 0, 且满足条件 

L^UUo (当 — 0时） （6. 23) 

II ^11 

显然^ = 0是方程组 (6. 27) 的解. 

对于非线性微分方程组 (6. 27) 的稳定性态，自然会提出这样 
的问题：在什么条件下， (6. 27) 零解的稳定性能由线性方程组 

(5. 33) 的零解的稳定性来决定.这便是所谓按线性近似决定稳定 
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性的问题.我们有下面的 结论： 

定理3 若特征方程 （6. 26) 没有零根或零实部的根，则非线 
性方程组 （6, 27) 的零解的稳定性态与其线性近似的方程组 （5. 33) 
的零解的稳定性态一致.这就是说，当特征方程 (6. 26) 的根均具 
有负实部时，方程组 (6. 27) 的零解是渐近稳定的，而当特征方程具 
有正实部的根时，其零解是不稳定的. 

至于特征方程 (6. 26) 除有负实部的根外还有零根或具零实部 
的根的情形，非线性方程组 （6. 27) 的零解的稳定性态并不能由线 
性近似方程组 （5. 33) 来决定.因为可以找到这样的例子，适当变 
动 J ?0.) (当然条件 （6. 28) 仍满足），便可使非线性方程组 (6. 27) 
的零解是稳定的或是不稳定的，这种情形称为临界情形.如何解 
决临界情形的稳定性问题，是常微分方程稳定性理论的重大课题 
之一. 

关于定理3的证明，最早是由李雅普诺夫用他所发展的第二 
方法解决的.我们把它留在后面§ 6.6 中再补充证明. 

例1考虑有阻力的数学摆的振动，其微分方程为 

g + A 笠+手“_ = 。 (6.29) 

at m at I 

这里长度〖，质量 m 和重力加速度 fir 均大于0,并设阻力系数 #>0. 
令 x = ，将方程 （6. 29) 化为二阶方程组 


dx 

It 


y. 


dy 

dt 


9 


sin x 




m 


y 


(6. 30) 


原点是方程组的奇点 . 为了判别能否按线性近似来确定零解的稳 
定性态，将方程组改写成 


dx 

dt 


y ， 


dy_ 

dt 



—y — ^-(sinx — x) 
m l 


于是相应的线性近似方程组为 
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dx 

dt 


y ， 



(6. 31) 


而非线性项 


R{x,y) 


h sinx — x) 





满足条件 （6. 28). 

线性方程组 （6. 31) 的特征方程为 

Y + iL A +^_ = o 

m I 


其根是 



2 m 


士碼 



应用定理1和定理3,可以得到如下 结论： 

(1) 若(会) 2 — 4 手>0，则特征方程的根为两个相异的负实 

根，线性方程组 （6. 31) 的奇点为稳定结点，而相应的非线性方程组 
(6. 30) 的零解是渐近稳定的. 

(2) 若(^) 2 — 4 + = 0,这时特征方程的根为相等的负实根， 

在这里& = c = —6 2 + c 2 尹0,故线性方程组 （6. 31) 的奇点为 

稳定的退化结点，非线性方程组 （6. 30) 的零解是渐近稳定的 • 

(3) 若 一 4 手< 0 ，则特征方程的根为一对带负实部的 

共轭复根，线性方程组的奇点是稳定焦点，而非线性方程组的零解 
为渐近稳定的. 

综上所述，当摆有阻力时，其微分方程组 (6. 30) 的零解是渐近 
稳定的. 

对于方程 (6. 30), 其奇点除原点外，还有 ； r ：=« jr (>= 士1，士2, 
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••*)， # = 0 也是奇点.由于 sinar 的周期性，只要再分析一下奇点 


( A 0) 的性态就可以了. 

为了研究对应于奇点 (7 T ，0) 的解的稳定性,作变换 X * = X ~ Jt , 
于是方程组 （6. 30) 化为 

- JLy * (6. 30)* 

at at l m 


它的线性近似方程组为 


dx^ 

dt 



ill 

dt l 



而对应的特征方程的根为 






卜4 


9 



这是一对异号实根.依定理1及定理3知道线性方程组的奇点为 
鞍点，而非线性方程组 (6. 30广的零解是不稳定的，即非线性微分 
方程组 (6. 30) 的解= 0是不稳定的.上述结论对解 z = 
士 （2 fc + l ) jr ， p 0( fc 为正整数）同样正确. 

如果摆没有阻力，即阻力系数# = 0,则其线性方程组 (6. 31) 
的特征方程的根为 



是一对纯虚根，依定理1，原点是中心型奇点.此时相应的非线性 
方程组 (6. 30) 的零解的稳定性态无法决定，属千临界情形.但对 
方程组(6.30广，其线性组的特征根仍为一对异号 实根， 故当没有 
阻力即// = 0时，方程组 (6. 30) 的解 ar - jr , y 二0仍是不稳定的. 

定理3说明非线性微分方程组 (6. 27) 零解是否为渐近稳定的 
取决于其相应的特征方程 (6. 26) 的全部的根是否具有负实部.但 
当 w 相当大时， （6. 26 )的根是不容易甚至不能具体地用公式表达 
出来的.不过，我们并不要求找出特征方程的全部根，而只要求知 
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道所有各根的实数部分是否均为负.下面介绍霍维茨 ( Hurwitz ) 
判别代数方程的根的实数部分是否均为负的 法则： 

定理4设给定常系数的 w 次代数方程 

a 0 A n + a l A n ^ l ^ a 2 A n ^ 2 + ^^ a n , l A - ra n ^O (6. 32) 


其中《。>0,作行列式 


A a 


n 


A ， a 2 : 

X 

■ — 

a 3 


«0 


o 2 

a 2n-l 

w m 啤■攀 • 

<hn 


Oi flo 


， A3 


|«1 

«5 


0 


a 


a 0 


a 2n -3 a 2n 



其中 fl i = 0 (对一切 i > n \ 

那么，方程 （6. 32) 的一切根均有负实数部分的充分必要条件 
是下列不等式同时成立： 

£^>0, A 2 >0, A 3 >0, …， A rt _!>0, a rt 〉0 


这个定理的详细证明见 高等代 数的课本①，这里从略. 
例2考虑三阶非线性微分方程组 


dx 


— 2x ^y — z^rx z t x 


§y 

di 

dz 


x—tf + x^y -hz 


x 


i/ — z — Q x (y 2 + z 2 ) 


这里线性近似方程组的特征方程为 


①例如 A . r . 库洛什著，柯召译<髙等代数敦程: k 人民教育出版社)，或电 P . 甘 
特马辣尔著,柯召译《矩阵论> 下册（髙等教育出版社人 
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或 

由此得 


— 2 — X 


1 

—1 — A 0 


1 


0 


1 


—1 — A 


;‘ 3 + 4 Y + 5 义 + 3 = 0 


= 1 ， a 


A 


4 

3 


r -17, C3 = 3 


根据定理 4 ，特征方程所有根均有负实部，由定理3知零解 = 
夕二3 = 0 为渐近稳定的. 


习题 6.3 


1. 试求出下列方程组的所有奇点，并讨论相应的驻定解的稳定性态 




⑴ 


⑵ 


(3) 


(4) 




dx 
dt 

dy 

' — ■ ― ■ -: 

dt 

dx 

dt 

dy 

dt 

dx 

dt 




oc(l —x—y) 


y{2—Zx—y) 


4 


Cx — 6^~h 气 xy — 5a; 2 


6 ^ 7 —— 6 歹 ——^>xy Ay 


% 


y 


dt 

dx 


•x+/i ( 夕 一 x 2 )， fi>0 




dt 

dg 

dt 


=y—x 


=y—x 2 — (x~y) — 2 妙+音 z 3 ) 


2. 研究下列方程零解的稳定性: 
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■ _ i _ 

⑵裝 = "龙一 y ， ^ 一 艺， = —^ ( P 为常数) 


(3) 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 


-!f + 


2y + 


x+2y+ 


3. 某自激振动系统以数学形式表示如下(范得坡方程 )® 

(M>0) 

试讨论系统的平衡状态的稳定性态. 


§6.4 李雅普诺夫第二方法 

前® 讨论了数学摆的振动，当摆有阻力时可由其线性近似方 


程组决定它的稳定性.但当摆无阻力时，方程组变成 


dx 

n^ y 


dy 

dt 


9 


sina : 


(6. 33) 


属于临界情形，不能按线性近似决定其稳定性态.由 （6. 33) 可得 


ydy = 一 - %-sinxdx 


于是有 


2 


y 


冬 ( 1 一 COS3?) 


这里 C 为任意非负常数 
如果我们取函数 


f (:， 




"( 1 — cos x") 


则此函数有 性质： 7(0, 0)=0， 而在原点邻近对任何不同时为零 
的 : r ， y (| a ;|< jr ) 有 


①见 §6. 
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V(x, y)>0 

现在沿着方程 (6_ 33) 的轨线 = )，y = 对函数 70,30 

取导数 

~' X ~ f dt t),y(0)^p- + V 9 W\y( 

— -~y( f)sinx(t) + 女（亡 ） ( 一 怎 （亡 ） ) 三 0 

这里 Fx ， h 表示函数 K 对 a ;， y 的偏导数.由“到《积分上式， 
得到 

叩⑴， y ⑴）=以怎 (4)， y (， o )) 

这表明相平面上经过曲线70, SO =70(4)， y (4)) 上的点 
的轨线将永远沿着此曲 线走. 由于 F 的性质， C 足够小时 r (: r ，20 
- c 是围绕原点的一族闭曲线.因此在没有阻力情况下的数学摆 
方程组 (6. 33) 的零解是稳定的,但不是渐近确定的. 

这样，借助构造一个特殊的函数 Vix . y ), 并利用函数 VU y ) 

及其通过方程组的全导数的性质来确定方程组解的稳 

定性,这就是李雅普诺夫第二方法的思想.具有此特殊性质的函数 
V ( x , y ) 称为李雅普诺夫函数，简称 F 函数. 

现在讨论如何应用 F 函数来确定非线性微分方程组解的稳定 
性态问题.为简单起见,我们只考虑非线性驻定微分方程组 
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假设 /(0) = 0 P 且 / o ) 在某域 G : 为正常数）内有连续 

的偏导数，因而方程组 (6. 34) 的由初始条件 x ( t 0 )= x 0 所确定的 
解在原点的某个邻域内存在且唯一.显然 x = 0 是其特解. 

定义假设为在域卜内定义的一个实连续函数， 
^(0)-0. 如果在此域内恒有 F ( x )>0, 则称函数 K 为常正的.如 

果对一切^^0都有^(^>0，则称函数 F 为定正的.如果函数 
- V 是定正（或常正）的，则称 F 为定负（或常负）的. 

进一步假设函数 F ( x ) 关于所有变元的偏导数存在且连续，以 
方程 (6. 34) 的解代入，然后对 Z 求导数 



n 

2 




这样求得的导数称为函数7通过方程 （6. 34) 的全 导数. 


例1函数 
是常正的.而函数 
是定正的.函数 


V(x,?j) = (xry ) 2 
V (x, y) = {x + y ) 2 fi/ 


y y) = sin (a ; 2 + y 2 ) 

在域/4^ 2 <兀 i ： 定正.在全平面上是变号的. 
二次型函数 


V(x, y) ~ax % f bxy + cy 2 


当 a >0 M , 4 ac —6 2 >0 时是定正的；而当 a < 0 且 4 ac —6 2 >0 时 
是定负的. 

定理5如果对微分方程组 (6. 34) 可以找到一个定正函数 
V ( x ), 其通过 （6. 34) 的全导数 f 为常负函数或恒等于零,则方程 


_ 
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组 (6. 34) 的零解为稳定的. 


如果有定正函数 F ( X )， 其通过 (6. 34) 的佥导数 i 为定负的， 

则方程组 (6. 34) 的零解为渐近稳定的. 

如果存在函数和某非负常数 A 而通过 (6. 34) 的全导数 

•可以表示为 

at 

^i = ^V^W(x) 

dt 

且当 M = 0 时 If 为定正函数，而当 畔0 时讲 为常正函数或恒等于 
零；又在^ = 0的任意小邻域内都至少存在某个象使 F (幻>0.那 
么，方程组 (6. 34) 的零解是不稳定的. 

证明 不妨假设定理中出现的定号函数和常号函数均在域 Ml 
中有定义.下面分三部分来证明定理. 

稳定性任给正数由 FO ) 的连续性和定正性知，必定存在 

I 总 in{V(x)>0 对 1W1 <丑 

又由 F (0)=0 和 F ( x ) 连续推知存在充分小的 d < e , 使对有 

现在钲明，对这样的汰只要 \ M \ <<5,则以 X 。为初始向量的解*(0对一 
切“满足不等式 

1 WCOI 1 <« (6. 35) 

由解对〖的连续性,不等式 (6. 35) 至少对某个区间成立 .因 
占<丑，由定理条件有 

▼( ，⑴? <0或=0 

at 

积分之，得 t 

V ( x ( t ))- V ( x Q ) = [ % 或=0 

Jio dt 

因此当时有 

V ( x ( t ))^ V ( x 0 )<l (6.36) 

这 i 正明了在解满足不等式 (6. 35) 的任意区间内，式 ( S . 36) 均成立， 

如果式 (6. 35) 不是对一切 t > h 成立,则当 t 从&逐渐增大时必存在某 
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—值 《*， 使时不等式 (6. 35) 仍成立，但在 i = 浐有 = e , 由 
于 £ <孖,故式 (6. 36) 在 f = 时仍成立， BP 

F ( x («*))<2 


但由？的定义，显然 

||*( f *)|| <« 

这与原假设的 11*0*)11 矛盾.故此 P 不存在，这就是说，解*(0对一切 
t > t 0 均满足不等式 (6. 35)，即方程组 (6. 34) 的零解是稳定的. 

渐近稳定性根据刚才的证明，当^定负时，显然零解是稳定的 • 现在 


就取稳定性证明中所确定的 <3作为5。，即取 <5。=&因而当时 ||x(i)U 
<丑对一切成立.为了证明 Um || xU )||=0, 首先证明 


limF(x ⑴ ）=0 


(6 - 37) 


由于是定负函数， 7( x («)) 对 t 是递减的，故存在极限 

at 


UmV (x ⑴） =c. 

I —«o 


如果 C 关 0, 则对于任何有 

V(x(t))>e 

又因 r ( x ) 连续且 F (0) =0定正，故存在 A >0 使对于任何 t ^ t 0 有 

I|x(Ol|>A 


如果取 1 

dV(x) 

tw ^ sup ^4 

A<ll 丨 ll < J ? al 


由于为定负的，故 TO<0 , 于是 

at 

V (x(<)) (x 0 ) = f ^ (: ⑴) df ^ ： m(t —to) 

J t % 


即 




当< 不断增大时，上式使函数变为负数，这与的定正性矛盾. 
因此，必须 c = 0, 即式(6_ 37) 成立. 


现进一步证明由式 (6. 37) 可以推出 


lim||x(«)B =0 

!*»• 
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(6* 38) 



若上式不成立，则因零解稳定，解 x ( z ) 是有界的，故存在某一序列 
1，2…） fc — 00时， tjt — °°， 使 


Iim|jx(<jt)!| = [|x*i| 7^0 

k 今》 

于是根据函数 F ( X ) 的定正性，有 

limF ( x ( f *))= rO *) 尹0 

Jb CSO 

这与式 (6. 37) 矛盾.这证明式 (6. 38) 成立,故零解是渐近稳定的. 

不稳定性由定理条件，不管 <3< H 怎样小，总存在: c 。 使卜。|| < S 旦 




F ( x 0 )>0, 我们证明以 X 。为初始向量的解 X ⑴必然走出域 M 之夕卜, 


若不然，则有 


fIx (/)0<^ (当 时) 


dV 


注意到&的表达式及对 W 的假设、当 M 浐0时有 


dt 


d_r 

dt 


或 =0 


两边乘以0“〜>得 


£ 

dt 


或=0 


于是得 


» 




即 


V ( x ( t ))^ V ( x Q )^ u ^^> V ( x ,)>0 


只要取 < 足够大，则 FUQ )) 可以任意大. 

而当 p = 0 时，由砍的定正性有 

V(x(t))-V(x Q ) = ^ 

dt 

同样得到 

V(x(i))^V(x 0 )>0 

又因 F ( x ) 连续且7(0)=0,所以必存在 A >0 使 对任何 有 || x ( 川 | 
由于灰（ X )是定正函数，于是存在正数 


m = inf W ( x ) 

A <\\x\\<H 


这样一来，便有 
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V(xm-V(x,) = r W(x(t))dt>m(t~t 0 ) 

I to 

I 同样表明 ，只要 取 《 足够大，则 v ( x ( f )) 可以任意大.这就与 roo 于域 iwi 
连续，从而冇界的结论矛盾.因此，必定存在某个使||*(<*)||> 
丑,故零解是不稳定的，定理证毕. 

几 何解释我们以二阶方程组为例，从相平面上轨线与 F 函 

数的关系来说明稳定性定理的几何意义.作曲线族 

V ( x ) = c ( e >0) (6.39) 

假定为定正函数，即 F ( o ) =0,而当时 V ( x )>0 9 
且 PO ) 是连续的，这时当 c 足够小时，曲线族 (6. 39) 是闭的，并且 
当 Cl < c 2 时闭曲线整个包含在闭曲线 F = c 2 之内.如图 

(6.13a) 所示. 



<«) 闭曲钱族 ( Cl < h < Cs ) (6) 稳定性态与厂函歎的关系 

图 （6.13) 稳定性几何解释 


如果沿着轨线 XG ) 有这意味着函数 F ( X ( t )) 对一切 

是《的不增函数.因此,任何轨线: V (0 将随着增加而 
一 层层地进入闭曲线族 （6. 39) 或者沿着这些曲线（整条曲线或某 
一段)运动.始终不会由 （6. 39) 的任一闭曲线的内部走到其外 
部去. 

这样一来,对任意给定的正数 e < H , 在域内作出最大 
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闭曲线 = 并在这闭曲线内取以原点为中心的最大内接圆， 
其半径记为 <5,如图 （6.136). 则由域内任何一点 心出发 
的轨线始终要停留在 F - c 之内，自然更停留在域 lk ||< e 的内部, 
即所以零解是稳定的. 

当 f 为定负的情形，则只容许轨线 1(0 自外向内地进入曲 


线族 (6. 39) 而渐近地趋于原点~ = 不允许轨线在枚. 39) 中任一 
曲线上盘旋，此时零解是渐近稳定的. 

不稳定的情形可类似讨论，这时轨线将自内而外地离开曲线 

族 （6. 邡)而走出域 1|欠||<丑 之外. 

例2考虑二阶微分方程组 


dx _ 

■ I 

dt 




这里其线性近似方程组的特征裉为士>>/二1，属于临界情形. 
如取定正函数 V(x, y ) = jo 2 - fy 2 ), 这时 




根据定理5,依0!的不同情况可得如下结论： 

(1) 如果 a <0, 则 f 定负，方程组的零解为渐近 稳定; 

(2) 如果 a >0, 则 f 定正,方程组的零解为不稳定； 


(3) 如果 a 二0,则 i = 方程组的零解稳定. 

定理5是李雅普诺夫稳定性的基本定理，对含有时间 < 的非 
驻定的微分方程组及含有时间 f 的 F 函数 «：) 也有相应的定 
理，其证明方法仍然一样.但其条件及函数 KG ;%) 的有关定义 
必须作一些改变，如 V(t； 怎)定正的含义是存在定正函数 TFO ) 
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便 V ( t ; x )> W { x ), 详细 讨抡可 参看许淞庆编著《常微分方程稳 
定性理论》(上海科学技术出版社）. 

此外，经过不断发展，可以在更广泛的条件下得到关于稳定 
性 .. 渐近稳定性和不稳定性的结论.下面我们仅举出一个应用较 
广的关于渐近稳定性的判断. 

定理 6 如果存在定正函数 V ( x -), 其通过方程组 (6. 34) 的全 

导数■^为常负，但使= 0的点 X 的集中除零解 : v = 0 之外 

并不包含方程组 (6. 34) 的整条正半轨线，则方程组 (6. 34) 的零解 
是渐近稳定的. 

定理6的证明与定理5的类似,由于定理条件，对轨线 x ( t ) 
不会有^故仍可以通过反证法证明 limF(x(t)) = 0, 

(lv I 

即有.从几何意义上看， 虽然^^常负， 但因使 

t - 111 

的集中除零解之外不含有整条正半轨线，故轨线 


不会永远停留在某一闭曲线 p 二 c 上，乜必然自外向内地逐层进 
入曲线族 (6. 39) 而趋近原点. 

例 3现在让我们回到前面讨论过的数学摆的稳定性问题 
上. 在 §6.3 的例1中曾经指出，其一般的微分方程 (6.29) 可化 

为 方程组 


dx 



dy 

~E 


sin x 



如果取 7 函数为 


V(x,y) 


y 


9 


(1 — cosar ) 


则其全导数为 


dV(x,y) 

dt 



(6. 30) 
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当无阻力时， # = 0, 因而 ^--0, 根据定理5,方程组 (6. 30) 的 

零解是稳定的.这正如本节开头所讨论的. 

当有阻力时，因而•^为常负，如果根据定理5仅能得 

到稳定的结论.但由于使 f = 0的集是 y = 0, 而在原点邻域中梦 

= 0直线上除零解 ar ==0, y = 0 之外不含有方程组 (6. 30) 的整条正 
半轨线，故可应用定理6,而得到 (6. 30) 的零解为渐近稳定的结 
论.这与§ 6. 3的例1中通过线性近似详细分析得到的结论是一 
样的. 


习题 6.4 

1. 试判别下列函数的定 号性： 

(1) V (x, y) =x z 

(2) V (x, y) =x x — 2xy l 

(3) V(x, y) — + 

(4) V{x, y) =x % - \-2xy+y 1 '\-x 2 y 2 

(5) V (X ， y) =a:cos5a; + ysin3f 

2. 试用形如 V(x ， I /) 的李雅普诺夫函数确定下列方程组零 

解的稳 定性： 


( 1 ) 


dx 

dt 



~ yx % 


( 2 ) 


dx 

dt 


x+xy 1 . 




(3) 


dx 

dt 


oc^2y\ 



at dt 2 

3. 研究下列方程组零解的稳 定性： 


⑴ 


dx 

dt 


x — y 十 U - y) ^x 2 + y l ), 


dy 

dt 


怎 一 (x+y) (x 2 + y l ) 


• 277 • 



⑵芸一叫 ( 輔，砮一 - 州， 


⑶ 扣 


⑷ Xf 


2x 4 y 


(a 为参数 ) 


( 5 ) ^-=ax 
at 


—J/2 


y\ ^2x^y (a 为参数 ) 
at 


4 . 给定微分方程组 


dx 


dt =y—xf(x'y 、， ^=^ x -yf(x, y) 

其中 fb , y ) 有连续一阶偏导数 . 试证明在原点邻域内如 /> 0则零解为渐 
近稳定的，而 / <0则零解不稳定 . 


5 . 给定方程 


d^x 
dt 


z 


-=0 


其中 /( 0 )= 0 ，而当 ; r 关0时 t /( o :)> 0 ( — fcCaCfc ), 试将其化为二阶方程 
组，并用形如 




V(x, y) 




2 



f(s)ds 


0 


的李雅普诺夫函数讨论方程组零解的稳定性 


暑 


6 . 方程组 


dX 、杧喫=-2(怎 3 +妁 


dt 


=y 


dt 


能否由线性近似方程决定其稳定性 问题？ 试#求李雅普诺夫函数以解决这 
方程组的零解的稳定性问题，同时变动髙次项使新方程的零解为不稳定的 . 


§6.5 周期解和极限圈 

对于二阶常系数线性微分方程组，在§ 6. 2中已作了详细的讨 
论，除了在中心型奇点邻域内轨线是一族围绕原点的闭曲线（对应 
于方程的周期解)外，其余的情形均是一端趋于奇点 （ + oo 或 
#~>一00)，另一 1 端趋于无穷远 （< —~ oo 或 — + oo ) 或两端都趋于 

无穷远的轨线，不存在其他的复杂情形.对于非线性微分方程组， 


9 
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我们仅在 § & 3 中利用近似线性方程组讨论了奇点邻域的轨线性 
态，至于全相平面的轨线图貌，情况就复杂多了， 

例1对二阶非线性驻定方程组 



dx 


x + y—x(x 2 +y 2 ) 


dy 

dt 


x + y—yix 2 +y 2 ) 


(6. 40) 


如取极坐标 r = r C osl y = r sin 0， 则方程组 (6. 40) 可化为 


dr _ 

■ r " 

dt 

^ 2 . d9 

r(l — r 2 ), ~ = 

— 1 

(6. 41) 

由 （ 6. 41) 可知当 r 

= 0 和 r = 1 时尝 

= 0’ 而尝 = 

1 ，即有两个 

特解 •- 





0, 0 = t Q — t. 

t D 


及 




/jf% ■ ■■ ■■ 

1 ， 0—^0 — t f 

t>t 0 



第一个解即为原点，是一奇点（易知它是不稳定焦点).而第二个 
解在相平面上是半径等于1以原点为圆心的一个圆.这个以圆为 
轨线的解是一个周期解，周期为2〜轨线是沿着顺时针方向旋 

转的 • 


我们来看看除了前面的两个特解外，其余轨线的性态如何.在 
相平面上任意作一个半径为丑>0 (圆心在原点)的圆，考虑通过 
r 二及 圆上的任一点 （ i ?，#) 方程轨线的走向. 

当及<1时，由式 （6, 41) 有 


dr 

dt 




仏(1 —珩)>0, 


d 9 




9^0 




1<0 


即轨线按顺时针方向从圆 r = R , 上走出圆外. 
当丑=私>1时，则由 （6. 41) 有 





/21)<0 ? =一1<0 

即轨线按顺时针方向从圆 r = R 2 上走进圆内. 

考虑由凡 0< jB 2 组成的环域 D . 首先，由方程组 (6. 41) 的 
右端可知，此环域 D 内没有方程的奇点.其次，从前面的讨论知 
道，在边界 r =尽和 r * =札上所有的轨线均从环域 Z > 外进入 D 内, 
并不再走出环域/>，如图 （6. : U ) 所示. 


dr 

di 



图 (6.14) 极限圈与环域 D 

如果 取及， /? 2 均足够接近1,但仍有负<1<馬，则环域的 
上述性质仍不变.这就证明了圆 r = l 所表示的特解是一个周期 
解(对应于闭轨线)，其余的解(轨线)均趋近于此周期解(闭轨线). 

这种孤立的周期解（闭轨线），在相平面上我们称为 极限圈 .当 
极限圈附近的轨线均正向（即 t ^ + co 时)趋近于它时，称此极限 
圈为稳 定的. 如果轨线是负向（即 《 — — co ) 趋近此极限圈，则称 
它为不稳 定的. 当此极限圈的一侧轨线正向趋近于它，而另一侧 
轨线负向趋近于它时，此极限圈称为半稳定的.稳定、不稳定和半 
稳定极限圈的相图见图 （6. 15). 

上例方程组 (6. 40) 的解 r = 1便是一个稳定的极限圈(参看 
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( c ) 半稳定极限圏 
图 （6.15) 极限圈的稳定性态 


图 （6. 14))_ 


实际上 可以不必先求出特解(如上例的 


1)，而仅仅由构造 


出的环域£>便可以证明在此环域内必存在极限圈.这种构造特殊 
环域来寻求极限圈的方法称为班 狄克生 ( Bendixson ) 方法， 它是 
根据下面的定理得出的. 

假设二阶驻定微分方程组 


dx 


rr x ^ 


du 

dt 


Y(x,y) 


( 6 . 42 ) 


其右端函数 X 、 F 在相平面的某域 G 内有一阶连续偏导数. 

定理7如果 G 内存在有界的环形闭域 D , 在其内不含有方 
程组 (6. 42) 的奇点，而…^之彡的经过域厶上点的解:^^^)，？^ 
〆 （）当。（或《<〖。）时不离开该域，则或者其本身是一个周期 
解(闭轨线)，或者它按正向（或负向)趋近于 D 内的某一周期解(闭 
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轨 线）. 


因此，只要能构造出一个有界的环形闭域0，在其上没有奇 
点，且在其边界上轨线均进入(或离幵)该域，自然，进人(或离开） 
域 D 的解均不会再禽开•(或进入)域 D ， 则应用定理7可以肯定在 
域 D 内必存在周期解(闭轨线).如果这周期解（闭轨线)是孤立 
的，那么它就是极限圈.这样，可以通过构造特殊的环域来寻求 
极限圈，并大致确定其位置.如果环域越狭小，则极限圈的位置越 
准确.例如上述例子中的环域 A 若取况，札足够接近1，便可以 
确定极限圈为圆^ = 1而不必先寻求此特解. 

通过构造有特殊性质的域 D 可以确定周期解(极限圏)的存 
在，自然也提出这样的问题：能否通过构造具有别的特殊性质的 
域 P 来否定周期解(极限圈）的存在呢？下面给出一个判別 
准则. 

定理8如果于 G 内存在单连通域在其内函数 

不变号且在内的任何子域上不恒等于零，则方程组 (6. 4 2)在 

域内不存在任何周期解，更不存在任何极限圈. 

现在用反证法利用格林 ( Green ) 公式来证明定理.假设 

内存在某周期为 T 7 的周 期解： 

r ： x~x(t), y 二 y(t 、， O^t^T 

则对于由厂所围成的域队（显然有 



r 




dx , 9Y \, , 




(Xd ¥ 


dx) 


厂 


T 


(XY-YX)dt=0 


0 


这与定理的假设矛盾，故在域内不存在任何周期解更不存在 
任何极限圈， 

例2考虑 §6.3 例1讨论过的数学摆，其微分方程(6. 29 ) 
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可化为二阶方程组 

李=穿，学= — 冬 sinz — — ^ (^^>0) (6.30) 

dt (tt L iffi 

/ 

我们有 

丛 ii < 0 

dx dy m 

于是应用定理 8 即可肯定方程组 (6. 30) 不存在周期解. 

由于稳定的极限圈对应于物理上的周期振动情形，而不稳定 
的极限圈则对应于物理上不能实现的周期振动，因此，对某类型方 
程讨论如何确定极限圈及其稳定性态的问题是有其实际意义的. 



• 4s-% J.f 

图 (6 - 16) 振动电路 

在第一章§ L 1例3中推导了 R - L - C 振动电路方程 




dt 


dt 


0 


并在 S 4 _ 2及 s 6. 2的习题中求出了通解，分析了其线性方程组的奇点 类型/ 
当及>0时由于电阻消耗电能变成了热能，所以方程的解是阻尼衰戚的.在 
无线电技木中需要得到等幅振动，这就必须从外部补充能量来维持其振动过 
程，其中一个典型方案如图 （6. 16) 所示. 

I 

图中电子管的阳极回路电流 A 通过电感耦合补充 R - L - C 回路以能量.^ 
假设互感量为 I ,在 R - L“c 回路中，如果略去很小的电子管栅极电流不计， 
则可以写出回路方程 
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4 X 卜-令 0 

电子管 的特性 中，阳极 电流忍 和栅极电势忍，之间的关系可以近似表为 

&令 _墨） 

其中 c 是跨导， a 为对应于阳极饱和电流的栅极电势，均为电子管的特性参 
数(常量). 

如果令^ 并 利用电 路中栅极电势和电容 C 的关系式 

Idt 



电路方程便可以化为 




进一步引入变量 


aM \4 
oM-RCl 1 




最后得到 


宗 + w - 1 ) 宗 + P 。 


(6. 43) 


(y]if 一 Jfn 

这里 f ^ LC ，只要互 感量血 足够大，使 aM > RC ， 则能量可以得到足 
够的补充，此时有 / i >0. 

图 （6. 16) 表示的电子管电路存在一个孤立的稳定的等幅振 

动，它在无线电技术中有着很重要的意义.物理学家范得坡 
(Van der Pol) 首先推导出方程 (6. 43 )， 并从数学上严格论证了 

实验所得的结论.一般称方程 (6. 43) 为 范得坡方程 . 

我们考虑更广泛的所谓李安纳特 ( Li & i er d ) 方程 

— 0 (6. 44) 


如果记 PCr )= U /( 功办，并设 n - r ), 则方程 (6. 44) 可化 
为二阶方程组 
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dx 




dt 


=y - F(x )， 


dy 

dt 


一 夕（工） 


(6. 45) 


对于方程 (6. 44) 或方程组 (6. 45)，我们有下面的 定理： 

定理9假设 

(1) /0 O 及 〆 幻对一切$连续， 〆 $)满足局部利普希茨 


条件; 


(2) /(灼为偶函数，/(0)<0, 〆 $)为奇函数，当 a : 关0时 


xg(x)>0; 

(3) 当3^->士00时 F ( a :)—± oo ; F (: r ) 有唯一正零点 = 


且对 x > o , FO ) 是单调增加的. 

那么，方程 (6. 44) 有唯一周期解,即方程组 (6. 45) 有一个稳定 


的极限圏. 

在定理9的条件下，原点是唯一奇点，且相平面上轨线对于原 
点是对称的.于是，定理9的一个证明方法是想办法构造一个环 
域认如图 （6, 17)，使经过其边界上的点的轨线只能进入此环域 D 



图 (6.17) 


内，并且不苒越出域外.这样利用定理7证明了存在一条闭轨线 
(周期解)，再进一步证明此闭轨线是唯一的，便得到存在唯一极限 
圈的结论.整个证明较为复杂,不在此详细介 绍了. （可参阅 S •莱 
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夫谢茨著，许淞庆译，《微分方程几何理论》，上海科学技术出版社) 
; 由于范得坡方程 (6. 43) 满足定理9的条件，故方程 (6. 43) 或 
其等价的方程组 



存在稳定的极限圈.当 P 很小时极限圈接近于半径为 2 的圆,而 


当# 很大时，则极限圈被扁”成一长条形，参 看图冰 18). 
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图 ( 6 . 18 ) 范得坡方程的 极限圈 



匀题 6.5 


1. 试确定下列方程组的周期解，极限圈，并讨论极限圈的稳 定性: 


⑴ 


dx 

dt 






dt 


x — y(x 2 ^y 2 —\y 


x 


⑵ 


dx 

dt - \-y^ 


(3 c 2 + y 2 - l ) 



X 


y 


当 x ^ y^O 


V x 2 -^ y 2 


(x 2 +y 2 -l) 


dx dy 
dt dt 


0 


当 x 2 -^ y 2 — 0 


(3) 


dx 
■ ■ 11 ■ ■ 

dt 

dy 

It 


x{x tJ ry 1 — \) (x 2 +y z —9) ^y(x z +y z —4) 


^y{x 1 +y 1 — Y) (x z +y 2 ~9) +x(x 2 -\-y 1 —4) 


_ 试判别下列方程组有无极限圈 存在: 


dx 




⑴ 


x-{-y+—x z —y 2 x 
dt 3 



x+y+yx 


2 



2 


3 


y % 


( 2 ) 


dx 

4\ 

dt 


2x-ry~2xy z 


fr y ^~ xly 


=y — x " I - 


(3) 


dx 
dt 

智 d — y + y z 

dt 


■ 


考虑方程组 


^= X ( x } y ), 

ut a t 


其中函数 XOr，lO, rOd) 在单连通区域 D 内有连续偏导数，假设存在函数 
B ( x , y ) ,其一阶偏导数于域 D 内连续，且 
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l x( BX) + f y (BY) 

不变号和不恒等于零.试证明上述方程组于域 f 内不存在任何周期解. 


4. 证明方程 


d&X +似+ & 穿 —a f 一沒 (尝) 


2 


dt 


dt 


没有极限圈存在，其中 a 、 6、 a ， #为常数，且 6^0. (提 示： 利用上题结果). 
5* 证明下列方程(组)存在唯一的稳定极 限圈： 


⑴ 


dx 

dt 


y 


— x +3? — — Zx % y 


( 2 ) 


d 2 x 

dt ^ 



(x 2n 






0 


< a ,^ y 为正常数， Am 为正整数) 


§6.6 二次型 F 函数的构造与 

控制系统的绝对稳定性 

从前面的讨论中知道，借助李雅普诺夫方法可以直接判断微 
分方程的解的稳定性态，但如何构造满足特定性质的 F 函数则是 
一个有趣而复杂的问题.在这一节，我们将首先解决对线性微分 
方程组构造二次型 F 函数的问题，并利用它来补充证明按线性近 
似决定稳定性的定理 3 .然后讨论用以描述一类控制系统的线性 

微分方程的全局稳定性. 

定理 10 如果 n 阶线性微分方程组 

^- = Ax ( 6 . 46 ) 

dt 

的特征根山均不满足关系山+ A = 0( i，jf = 1，2,…， n ), 则对任何 

定负(或定正)的对称矩阵 C ， 均有唯一的二次型 

V(x)=x T Bx (B T = B) 


• 28S • 


ca . 47) 



使其通过方程组 (6. 46) 的全导数有 

^-= x T Cx ( C T = C ) (6,48) 

at 

且对称矩阵 B 满足关系式 

A T B + BA = C (6.49) 

这里 A ' B ' C T ， V 分别表 A ， B ， 的转置. 

如果方程组 (6. 46) 的特征根均具负实部，则二次型 (6. 47) 是 
定正(或定负)的;如果 (6. 46) 有正实部的特征根，则二次型 （6. 47) 
不是常正(或常负）的. 


证明 我们首先证明对称矩阵汉 C 之间的关系式 (6. 49). 由 （6.47) 和 
(6. 46) 有 

HI =± x lBx^x T B^^x T (A T B+BA)x 
dt di dt 

与式 (6. 48) 相比较便得到关系式 (6. 49). 

注意到对称矩阵 S 只有 1) 个未知元素和矩阵 A 7 B^-BAA C 


的对称性，矩阵方程 （6. 49) 可以展开成 jn ( w + l ) 个未知数的个方 


程的线性代数方程组. 

下面我们证明这样的方程组的解是存在且唯一的，即满足关系式 (6. 49) 
的矩阵 B 可以唯一确定.于是，如果 C 是实矩阵，则唯一确定的矩阵 S 也 


是实的. 

由定理条件，显然 A ^0( i = l ,2, …， w ). 根据线性代数方程组理论，存 
在这样的非奇异线性变换 x ^ Uy , 将矩阵 A 化为标准形 

rAj dz o o n 


y^AU=A^ = 



_ 

_ 



_ 

_ 

叠 


0 



这里屯 = 0 或 1. 
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我 ri 用变换矩阵 tz 及其转置矩阵 £/ T 分别右乘及左乘(6_ 49) 的两边， 
并利用关系式 （ t /- 1 ) t u t = wu ^ y ^ E 就得到 

U T A T t u t bu + U t BUU^ 1 AU = u t cu 
记 c * = crct /， B *^ U T BU , 则上式可以化成 

( A ^ = (6. 50) 

由于标准形矩阵 a * 的特性，显然展开上式可以得到 

(义 1 +1 = c*j (j. = 1 ， 2 ， rt) 

( 人 * + tj J rd j b* iij . l ~c*y(i=2, n% j = l, 2_". n) 

这思记 =[> T 。 =0,且 ctj ( i , j = l ， 2, …， n ) 分别为的元素，依 
照定理条件 A , + A ^0, 我们可以逐个求解： 

} (j ^ h2, *" ,n) 

= 》 - ‘ 士厂 ( c f j j j-i ) 

(i =2, n ； j~l, 2, *•*, 7i) 

解出了矩阵^ ^ 后便可以确定 S = ( U - l ) r B * C / . 由于变换 C / 是非奇 
异的，所以当 C =0 时可以推得 C *=0. 侬照定理条件 A + A , 关0,根据前面 
对方程组 （6. 50) 的逐步求解式知道因此 S = 0. 这说明了对于关系 
式 （6. 49), 当 C = 0 时有 B = 0. 利用这一性质容易证明满足关系式 （6. 49 )的 

矩阵5是唯一的.事实上，假设存在两个矩阵尽和氏同时满足 （6. 49)，则 
= 显然由（6_49)得乂 7 丑+54 = 0，即 S 满足 C = 0 时关系式 

(6. 49)，于是3=0,即艮二仏，所以满足关系式 (6. 49> 的矩阵 B 是唯一的， 

这就证明 了定理 的前半部分. 

现在进一步证明当 A 的特征值均具负实部时，二次型(6_ 47) 是定正的. 
如果此结论不成立，则在原点邻域有 X 。 关0使 F ( x d )<0. 考虑以此*。为初 
始向量的方程组 (6. 46) 的解由于二次型 ( s . 48) 是定负的，沿着此解有 

^1^21 ⑴ Cjc ⑴ < 0 

at 

由此推得 

F(x ⑴） < FU ( M )< T (* 0 )<0， 

另一方面，由于矩阵 A 的特征值的具负实部、根据第五章的定理 U , 当 < 无 
限增大时解*(0应趋于0,因而 
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limFOc ⑴ ）=0 

t 呤 + C0 

这与上面不等式相矛盾.这就证明了二次型 (6. 4 7)必须是定正的. 

同样，当 A 有正实部的特征值时，二次型 (6. 47) 必须不是常正的.假设 
(6_ 47) 为常正，我们证明它将导致矛盾的结论.如果有 x 。 參0,使 F (^)=0, 

则由于 g 定负，以 x 。 为初始向量的 (6 M 6) 的解 x ( i ) 将使^^^<0，因 

而 K(x ⑴） <0( 当 f >“)， 这与 K ( x ) 为常正的假设矛盾，故实际上 F ( x ) 必 

须为定正函数.但原来已知$为定负，故由定理5,可以确定方程组（6.46> 

的零解是渐近稳定的，这又与 A 有正实部的特征值，因而线性方程组 （6. 46> 
的零解将为不稳定的结论相矛盾.这就证明了二次型 (6. 47) 不是常正的.定 
m lo 钲毕. 

例1考虑在§ 6. 2中讨论过的二阶线性方程 

d 2 x T 0 dx , 0 A 

或经过变换 S = p , 化为二阶线性方程组 


其特征根为山 


1，汉2 


2. 满足条件 乂1 +乂2古0, Al 、 ^2^0： 


依据定理10,对定负对称矩阵 c 


- 4 


0-1 


. 可以通过关系 


式 （匕 49) 确定出二次型 


V(x,y)^[x yj 


b ： b z 

办 3 心2 - 

r 6i b 


3 


槪，将矩 阵°和矩阵扣 L 6 3 6 2 」代^ 关系式 (6肩， 
展开得三阶线性代数方程组 
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—4 & 3 = —4 
^ b \ — 2&2 — 3&3 = 0 
( -66 2 + 26 3 =-1 

解此方程组得到 

& 3 = 1 , & 2 =如 bi=4 

这样我们就求得了二次型 P 函数 

FO, ^)=y(8a; 2 + 4xy-\-y 2 ) 


容易验证,此二次型是定正的，且其通过线性方程组的全导数有 


dV{x,y) 

_ _ 

dt — 


— (4 a ? 2 


y 2 ) = [^ y ] 

一 一4 0 — 

i 

■ 



L 0 — 1- 

. y - 


这与定理10的结论相符. 

定理 3 的证明 有了定理10，我们便可以证明 §6. 3中的定 
理 3 . 事实上，如果方程组 (6. 27 ) 的线性近似方程组 ( 6 . 46 ) 的特 
征根1 满足十 +儿关0,则可取矩阵 C 为任一定负对称矩阵，例 
如可取为负单位矩阵 一 E ， 根据定理10,存在二次型 

V(x)=x T Bx (B T = B) ( 6 - 51 ) 

其通过线性方程组 (6. 46) 的全导数为 


dV 

dt 


= x T (A T D + BA)x = x T ( — E)x = —x T x 


于是二次型 (6. 51) 通过非线性方程组 ( fi . 27) 的全导数有 

^^(x T A T '{- R T (x))Bx + x T B(Ax^rR(x)) 
at 

= - x t x -\- 2 x t BRCx ) (6.52) 

利用关于 i ?0) 的条件 (6. 28)，只要取原点％ = 0的足够小的邻域 
便可使在此域内有 

\x^BRCx)\<^x 
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这时由 （6_ 52) 便有 


dV 

dt 



即二次型 (6. 51) 通过 (6. 27) 的全导数是定 负的. 

因此，当 （6. 27) 的线性近似方程组 (6. 46 )的特征根均 具负实 
部时，显然有糸+ 1弇0,由定理10知二次型 (6. 51) 是定正的.又 


因 f 定负，故根据定理5,非线性方程组 (6. 27) 是零解 x = 0 是渐 

at 


近稳定的. 

当 (6. 27) 的线性近似方程组有正实部特征根时，我们考虑线 
性方程组 

r( A -i E ) x ( 6 . 46 )* 


这里 E 为单位矩阵， M 是某正实数.显然，矩阵 A —告 E 的特征值 


等于 A — f ， 而 A 为 A 的特征值.因此，只要 P 取得适当小，使方 


程组 (6. 46)* 仍有正实部的特征根，且使任两个特征根之和均不 
为零，于是由定理10知道对任意的定正对称矩阵，如 E ， 存在不 
是常负的对称矩阵 B 满足关系式 (6. 49)，在此即有 

(A 一皆 e/b + B ( A — 


或 


A T B rBA = fiB + E 

这样一来，二次型 (6. 51) 通过非线性方程组 (6. 27) 的全导数 


有 


at 


= fiV J rX T x -\- 2 x T BR ( x ) 

h 

在原点的足够小邻域内， HO ) 可取得使 
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W ( jc ) = x T x + 2x t BR(x) 

仍为定正的.而由于二次型 (6. 51) 不是常负的，即在原点~ = 0的 
任意小邻域内均有心#0使 FO C )>0. 因此，满足定理5中关于 
不稳定的条件，故方程组 (6. 27) 的零解％二0是不稳定的 # 至此 
定理3证毕. 

非线性方程组只有在非临界情形才可以按线性近似决定其稳 


定性，而且仅在原点 


0的小邻域中成立.如果涉及到大范围 


或者是全局的稳定性态时,问题就复杂得多了，正如前面讨论中所 
看到的，即使是在二维情形也往往只能对某类特殊方程例如范得 
坡方程或李安纳特方程进行讨论，对高维的情彤更是如此.下面 
我们讨论控制系统中提出来的一类非线性微分方 程组： 


dx 

It 


Ax + <p{a)b 


(6. 53) 


di 


<P(oO, cr 


-yi 


这里 怎是》 维向量，表示控制系统的某种状态，一般叫做状态变 
量4是辅助变量;^为反馈 信号; 常量 V 和向量 b 、 e 是控制 参数; 
函数 9?0) 表示非线性特征，它满足条件： 


(«) 炉 ( oO 连续， 9 ?( 0 ) = 0 5 而当时 a ( p { cr )>0. 


(6, 54) 


(&) 


0 ( a ) 


tf 


o 


9>(cr) 忒 cr—oo (当 I cr| 


) 


例 2 考虑带有控制机构的一个自由度的运动系统 


d 2 


At 


di 


3 ft +2z 






4 


i 


2z 


t 


(6. 55) 


这个运动方程中有控制力起作用，而控制变量 S 的运动方程 


■ 
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中！的加速度和恢复力可以忽略，仅剩下速度分量在间接起作用， 
例如使用液压装置的控制机构便是这样.控制机构是通过运动变 
量2及其速度分量和控制变量 S 的线性组合 CT 起作用，2, 尤 ，一 1 
是控制机构的调节参数， <P(C7) 是作用力函数，它满足条件 （6. 54). 

首先通过变换 W h 将系统 (6. 55) 化为方程组 


Ay 


dt 
dt 

di 

Tt 

如果我们再取变换 


y % 


— 2y 




3 穸 2 + 


<P(cr), cr = 2yi rKy 2 


怎 i x 2 = —2yi — 3y 2 


t r .f 




I 


便可以得到 



(6. 56) 


这就是 （6. 53) 型的方程组. 

下面来讨论在什么条件下，只要函数史 (a) 满足 (6. 54)，则方 
程组 (6. 5S) 的零解 X-0 是全局渐近稳定的，即零解％ = 0稳定且 
对所有取任意初始向量的解 ％(t)， 当 《 —co 时均趋于 x = 满 
足上述条件的方程组 (6. 53) 称为 绝对稳定的. 

方程组 (6. 53) 当 Y = 0 时化为较简单的方程组 

~^Ax^<p{e T x)b (6.57) 
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栢应的控制系统称为直接控制系统.而当 V 尹0时的方程组 
(6. 53) 所对应的控制系统则称为间接控制系统.由于间接控制系 
统在实际中比较重要，下面主要讨论间接控制系统. 

对 V 尹 0 的方程组 ( 6 . 53 ) 宜化为含 X 和 (7 的导数的形式，即 



= Ax^<p(a)b 
~e T Ax~{-p(p(a)j 



(6. 58) 


下面我们对方程组 (6.58) 进行讨论.因此时有 + 1 个变量 Act , 
故其绝对稳定的含义变为对满足条件 ( 6 . 54) 的任意函数炉0)，方 
程组 (6. 58) 的零解％ = 0, a - O 是全局渐近稳 定的. 

为了讨论方程组 (6. 58) 的绝对稳定性，我们先确定其必要条 
件.显然，函数可以只取高次项，这就要求矩阵 A 不含有正 

实部的特征值.否则只要构造满足条件 (6. 54) 的函数例如 
取 q >( ar )= a \ 则根据定理3 ， 方程组 (6. 58) 的零解太= 0, cr = 0 是 


不稳定的. 


其次，如取 = 则只要 M >0， 条件 (6. 54) 就得到满 


£. 这时方程组 (6. 58) 变为线性方程组 


Ax 

dt 

dcr 

~dt 


Ax fibcf 


e T Ax-\- fipa y p = e T b~y 


绝对稳定性要求其特征方程 


A — AE 
e T A 


lib 

y)—A 




的根均具负实部，根据定理 4 必须有 


一 1) 


n 




(一 1) 


fib 


(6.59) 


(― l) ff + U n + 1 + … + a 


e T A ^i(e T b—y) 
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=// ydet ( —• A )>0 


于是 detA 尹0,故矩阵 A 不能有零特征值.如果矩阵 A 只有负实 
部特征值，则 det (— A )>0， 前面已设 m >0， 于是由上式应该有 
V > 0 , 这些归结为如下 定理： 

定理 11间接控制系统的微分方程組 （6. 53) 亦即其等价组 
(6. 58) 绝对稳定的必要条件是矩阵 A 没有具正实部的特征值，也 
没有零特征值.当矩阵 A 的特征值均具负实部时，要求控制参数 


V >0. 

为了进一步确定绝对稳定的充分条件，我们要设法构造李雅 
普诺夫函数.由于现在讨论的是全局渐近稳定性，故必须把李雅 
普诺夫渐近稳定性定理推广到全局范围去.与§ 6. 4的定理5的 
渐近稳定性部分相对应,有下面的定理. 

定理12假设微分方程组 (6. 34) 的定义域为全空间，即4 = 
+ oo . 如果有定义于全空间的定正函数 FU )， 当 I 刎- > co 时 


F(x)->co, 而通过方程组 (6. 34) 的全导数 f 为定负，则方程组 


(6. 34) 的零解是全局渐近稳定的. 

定理 12 的证明与定理 5 相同.由•^的定负性可知，对任给 

足初始条件^ o ) = ^0的解^ ) 必有 

V(x(t))<V(x 0 ) f t>t 0 

再由关于函数 F 的假设，推知这时一定存在正数使得对一切 

成立不等式 

1^(0 


在定理5的渐近稳定性的证明中用此丑。代替"即可， 

有了全局渐近稳定性定理12,还必须构造适合条件的7函数. 
对方程组 (6. 58), 我们采用如下形式的 F 函数 
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V(Xy o , ) = ^ r B^c-hJ <p(cr)dcr = x T Bx-^ 0 (a) (6. 60) 

这里右端第一项为相应于线性方程组 (6. 46) 由关系式 (6. 49) 所确 
定的二次型 (6. 47)，其中矩阵 C 为某对称定负矩阵. 

如果我们假设矩阵 A 的特征值均具负实部，则由定理10，二 
次型是定正的.由条件 (6. 54)，当 0*^0 时0(<7)>0;而 
当 |al->oo 时 0(o*)—a . 故函数是定正的，并且当 
+ |o ■卜 >oo 时 V(x, <7)—00,因此，就函数 V(x t a) 本身而言,定理 
12提出的有关条件已满足. 

现在进一步要求函数通过 (6. 58) 的全导数 f 亦满 


足定理12的条件，即 f 是定负的.为此计算并利用关系式 
(6. 49) 得到 


dV 

dt 




^x T {A T B^BA)x\2b T Bxcp{a) 

^(p{(r){c T Ax p<p(<y)) c 

= :^ T Gx -\- 2 d T xrp ( cr ) + p < p 2 ( cr ) (6. 61) 

这里 . 

d ^ Bb ^ r ^ A T e (6.62) 

为确定 (6. 61>右端二次型的定号性，我们将 ( fi . 61) 改写成 

^^{x T -^d ： r C- l (p)C{xrG- l d(p)^{p-d T C~ ] d)(p 2 


(6.63) 

注意到 C 是对称定负矩阵，由上式直接推知，作为 A ④的二次型 
g ■为定负的充要条件是 
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pCdTC 'd (6.64) 

这样便证明了如果满足 （6.49) 的矩阵 C 是定负的，而且式 

(6. 64) 成立时， f 是定负的.反之，如果 f 对一切满足条件 (6. 54) 


的函数炉 0) 均是定负的，特别地当 ^( or )- or 时结论仍然正确.这 
时，若令 cr = 0, 则关于怎是定负的，而当用 or 代替炉 

时式 (6. 63) 是; V 和 cr 的定负二次型，由此推知式 (6. 64) 必须成立. 
这样就证明了矩阵 C 定负和条件 (6. 64) 是 f 为定负的充分必要 

条件. 

综上所述，得到间接控制系统绝对稳定性的定迤 如下： 

定理13对方程组 (6. 53), 假设矩阵 A 的所有特征值均具负 
实部，且 V >0. 如果找到一个定负的对称矩阵 C ， 而由式 (6. 49) 
所确定的对称矩阵 B 满足条件 (6. 62) 及 (6. 64)，则方程组 (6. 58) 

是绝对稳定的. 

如果采用 (6. 60) 形式的 F 函数和定理12来确定 (6. 58) 的绝 

对稳定性，上述条件并且是必要的. 

有了定理13,我们便可以讨论例2的控制系统 (6. 55) 中调节 
参数瓦的选择 问题： 为使系统 (6. 55) 是绝对稳定的， JB ： 必须取值 
于什么范围？ 

系统 (6. 55) 是一个间接控制系统，其相应的方程组 (6. 56) 中 
V 依照前面阐述的方法，把方程组 (6. 56) 改写为 



dxi 

di 
dx 2 

^dt 

da 


^2 


2zi ~3x 


+ 了炉 (<T) 


+ Kx z — cp{cr)^ cr = ( K - 3)a：i ~x z — 
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对应于方程组 (6. 58), 这里有 





L — 2 —3 


b 


4 


e 


K 


3 


3 


4, 


P 


1 


在例 1 中已知矩阵 A 的特征值为 A = — 1， A 2 


2,且对定负 


对称矩阵(^ = 


4 

0 


0 




，找到满足 (6. 49) 的对称矩阵 


4 


B 


根据定理13,绝对稳定的充分条件是式(6_ (54) 成立.为计算 


(6. 64) 式，通过式 (6. 62) 求 d : 


d = Bb 


A T e 


5 


4 








8 


而矩阵 c 的逆矩阵 cr 1 


o 


，这样，将代入式 


0 


1」 


(6. 64) 得到 


1 < 


2 




4 V 4； ~( f + i ) 


2 


化简后得到 


39 1 rr ^\/39 — 1 


4 


4 


(6. 65) 


于是当调节参数欠满足条件 （6. 6 5)时，系统 (6. 55) 是绝对稳 


定的 • 


必须指出的是上述的参数范围是依赖于定负对称矩阵 C 的选 
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_ — 2 

取的，例如，取矩阵0：= 

成 


01 

I 

— 1- 


则调节参数反的范围将缩小 


K< 


3 ^ 94-4 
~~24~ 


(6. 65)* 


这仅仅是一个简单的例子，实际的控制系统往往复杂得多.例 
如,仅考虑纵向运动的飞机控制系统即是有4个变量的方程组,如 
果除纵向运动外，同时还考虑水平、横向的运动，飞机的控制系统 
就更加复杂了. 

前面只是简略地介绍了研究间接控制系统的7函数方法.鉴 
于控制系统 (6. 53) 在实际应用方面的重要性和科学技术迅速发展 
的需要,六十年代以来，国内外对间接和直接控制系统 (6. 53) 都作 
了大量的研究和探讨.除了前面介绍的 F 函数方法外，波波夫 ( V . 
M . Popov ) 还通过拉普拉斯变换用另一种途径找到了控制系统 
(6. 53) 绝对稳定的一些充分条件.对控制系统的进一步介绍已超出 

了本书的范围，有兴趣的读者可参考有关专著(例如， S . Lefschetz , 
Stability of nonlinear Control Systems , Academic Press , 

New York ，1965), 


习题 6.6 

1 . 试将下列线性方程化成线性方程组，然后对方程组求二次型 r 函数 

F ( x ) 使其通过方程组的全导数并判断函数 F (*) 的定 

号性： 

(2) +卜 0 

2. 给定线性方程组 
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= 5x' — rr 2 , = 3Xi-\rX2 

at at 

试求出二次型 F 函数 = x T Bx , 使其通过上述方程组的全导数 

^-~x\ J r2x i x 1 -\-ixl 


并判断函数的定号性 .. 

3. 试验证不等式 (6. 65)* 的正确性，即证明对方程组 （6.55), 如果取 

矩阵 

一 一2 O ' 

c = 

0 —1 
^ wm 

则缉调节参数尺-时，方程 (6. 55) 是绝对稳定的， 


本章学习要点 

本章主要讨论非线性微分方程及其解的稳定性态. 

首先，从最简单的常系数二阶线性方程组着手,研究了轨线在 
相平面上的性态，得到各种类型的奇点及其相应的稳定性态.接 
着，在§ 6. 3讨论了髙阶线性微分方程组的稳定性，以及可以由线 
性近似决定其稳定性态的非线性方程组.为了解决包括临界情形 
的一般情况下非线性方程组的稳定性，在§ 6. 4重点介绍了 一种 
很强有力的工具一李雅普诺夫 K 函数方法，包括7函数的定号 
性概念和用 F 函数判断稳定性的基本定理.§ 6. 5中讨论的是二 
阶非线性方程组解的全局图貌，给出了相平面上极限圈的存在性 
判断方法.最后在 §6. 6中，先讨论线性方程组的 F 函数的构造 
方法，然后研究了一类自动控制系统的（全局)绝对稳定性. 

这一章的内容较多，提出了不少新的概念和方法.学习时，要 
抓住一条线索,就是为了判断微分方程解的性态，如何从线性、近 
似线性逐步深入，而最后提出了一般的 F 函数方法，并且，对非 
线性方程组，还由零解邻域的局部性态而过渡到全局的图貌，包括 


• 302 ♦ 



相平面上的极限圈及一类自动控制系统的（全局)绝对稳定性. 

本章介绍的内容厲于常微分方程理论中主要的两个 方面： 稳 
定性理论和定性理论.稳定性理论研究的是特殊的或一般的非线 
性微分方程组解的稳定性态，包括局部或全局的稳定性.定性理 
论则研究包括奇点和极限圈在内的相平面或相空间中轨线的全局 
图貌及其性质.它们的发展除了常微分方程理论本身的发展需要 
外，还在力学、现代控制理论.空间技术等方面有着广泛的应用.这 
里只作了一些简单的初步介绍，希望能对进一步学习、研究常微分 
方程理论有所帮助， 



第七章 


阶线性偏微分方程 




基本概念 


阶偏微分方程是联系着自变量、未知函数及其一阶偏导数 


的关系式， 一 般可表为如下形式: 


无 1) 怎2， •••, Xnl 社， 


dU du 


dXi * dx z ? 


3 a \ 


(7.1) 


其中 h ， a ? 2 , …， a ; n <»2) 是自变量，而 《 是 A ， a ; 2 ，…， ar „ 的未知函 


数.如果 F 关于变元《, 


du 


du 


dXi * * dx n 


是线性的，其系数为自变量 


r t , …，〜 的已知函数，则方程 (7.1) 称为线性的;它的特殊情形 


71 


( A ， …， “) 


du 

dx { 


o 


(7.2) 


称为齐线性的.如果，关子偏导数 


du 


3« 


1 ^ 9x n 


是线性的，而系数 


不仅依赖于自变量…，心，同时还可能与未知函数《有关，即 
有形式 


n 


du 


^Yj(x u …， x n ; a)^ L = Z(a? 1 , 


*•* 


,X n ； u) 


(7,3) 


则方程 a l ) 称为拟线性的. 


函数 u = g >( x u …， 心）称为偏微分方程 (7.1) 的解，如果它在 






空间的某个域/>内连续和存在一阶偏导数，当把它们 


代入 P 的相应变元时，能使得方程 (7.1) 对于这些自变量成为恒等 
式，即在 Z ) 内成立恒等式 



x 




9< p ( x u ••% x n ) 

dxi 


3(p{x (, **•, 工符 ) 


dx 


0. 


n 


雩 
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解 •• •，怎 n ) 可以想像为在空间（怎1，."，心，《)中的一张》 
维曲面，通常称为偏微分方程 (7. 1) 的积分曲面. 

本章仅限于讨论一阶齐线性方程 (7. 2) 和拟线性方程 (7. 3) 的 
求解问题.一般线性方程可同拟线性方程一样处理，在此不另介 
绍.在下面的讨论中将涉及“通解”的概念.所谓齐线性方程(7. 2) 
或拟线性方程 (7. 3) 的通解就是指在某域内的一切解的一般表示 
式. 

例1 对于一阶齐线性方程 

(KU x -{ pUf—0 

其中 a 和沒为常数， os 2 + jS 2 #0 .令 

px—ay, 7j~fix+aij 

将方程化为 W = 从而 w = 0 ⑷ =0( 戌 r — 邮)，这就是原方程的 
通解，其中0为其变元的任意可微函数 8 易见 a = + 就是方 

程 U x — Uff 的通解. 

例2考虑拟线性方程 

u x g 办， y ， u)^u 9 g x (x f 女， m ) =0 
其中 2 为已知函数. 

设 y ) 为方程的任一解，记 v { x f y )= g ( x i y i u ( x f y )) 则 

由于 

D ( u , v ) _ \ u x u v 
D ^ V) = 

= (夕爹 ~r —权?(夕:+ ffu •玖 x ) 

推知 w 与 w 之间存在着函数关系，即 

< P { u , gCx , y ， M )) = 0 或 u = < p ( g ( x 9 y y u )) 

注意到 《 的任意性，可知上述关系式所确定的隐函数就是方程的 

• J 05 * 


— U y 



通解，这里0和 P 分别为其变元的任意可微函数. 


特别地，方程十 ww a . = 0 的解由关系式 M = < p (叩 一 a ?) 所确定. 
上述求解过程是针对具体方程给出的，我们将看到，一般的齐 
线性方程 a 2) 的求解过程将跟常微分方程组 


dxi dx 2 dx n 

_ • - -SI 

X !~ x 2 — x n 


a 4 ) 


发生密切的关系.我们称方程 a 4) 为齐线性方程 （7. 2) 的特征方 
程，拟线性方程 a 3) 的求解问题则可化为 (7. 2) 的方程类型来处 
理.下面逐一介绍这些问题. 


§7.2 一 阶线性偏微分方程与 

常微分方程组的关系 


为讨论的需要，我们首先引入首次积分的概念.考虑初值问题 


*=/ 加 n ) 

Vi(^o) = V°i 


(i = 1 ， 2,…， 《) 


(7.5) 


其中九在域 G 内满足存在唯一性定理的条件（见第六章)，根据这 
一定理，上述初值问题在包含点(心; W ， …， M ) 的某个域内有唯一 


的一组解 

yi = <Pi(x;x Q , y\, … ， yV> (i=l ， 2, … ， k) 

利用解的唯一性，不难由此推出关系式： 

穸？=扒(>0;怎，夕1，…，穸 n ) (€=1，2,…， W ) (7, 6) 

容易看出， （7. 6) 的每一个关系式的右端函数朽都有这样的 特性: 
设 ％0 )(i = 1, 2,…， 《) 为方程 (7. 5) 的经过点 ( a ：。; y ?， …， W ) 附近 

的任一解，当把它们代入的时，所得的将是一个常数，且此常数值 
随不同解而异，这种函数的就称为方程 (7. 5 )的首次积分，或更确 
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切地定义 如下： 

首次积分在域没内连续可微且不恒等于常数的函數矽 o , 
Unh 如果其中的变元 = 1，2, …， 《)用方程组 (7. 5) 的任 
一解 Vi ( x)(i = l , 2, n ) 代替时，它就取常数值(对不同的解，常 
数值也不同），则关系式 …， yn)^c 称为方程組 (7. 5) 的首 
次积分(有时也称 Vn ) 为首次积分)，这里 C 为可允许 
范围内的任意常数. 

方程组 （7.5) 的??个首次积分也…， = 

2, …， 幻称为 彼此独 立的，如果雅可比行列式 


9 中 \ … n - 

dyl 9^7 dVi 

D ( t x ， …， 妒 《) ^ . 

Diy u "、 y n ) ~ 

dip, 9tz 

^-^ y~n Wn 

在 G 内恒不为 o . 对于对称型方程组（7. 4 )的 n - i 个首次积分 


( fjix u …，; r n )(j = l ， 2 ,…， ft — 1)，则用矩阵 


—却 1 

也 … 

抑 n 一 i 

9xi 

2xi 

dx } 

•♦暴 ♦■參 

9(Pt 

p 

邱； ••• 


dx n 

aX n 

dx n 


的秩为1来定义它们的彼此独立性. 

下面着手讨论常微分方程组与一阶线性偏微分方程之间的 


关系 • 


先看 n 二1的情形，即考虑方程 


孕=/(疋，穸) 


设它的通解为 y =9>( x f c ) f 从中解出 c 即得 


(7.7) 
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显然，这是方程 a 7) 的首次积分.今以方程的任一解 y { x ) 代入, 
然后对 W 微分这一等式就得 


或 



dx 


+ t ， 0 




即 a = 为一阶齐线性偏微分方程 


~ + /(^ ^)1^ = 0 (7, 8) 

dx 2y 

的解. 

反之，设《 = SO 为方程 (7. 8) 的解，以方程 (7. 7) 的任一解 

代人后，再对$微分，我们将得到 


或 



u{x, y(a:)) = const 



这表明 u ( x , y ) = c 是方程 (7. 7) 的首次积分. 

综合上述可得“《=«<>， 20 为 a 8) 的解的充要条件是 w(n) 
=c 为方程(7.7)的首次积分.” 

这-结 论对于 n > l 的一般倩况也成立.事实上，我们有下面 
定理. 

定理1 0(12^^"，^) = 0是方程组(7.5)的首次积分的充 

要条件是在域 G 内成立着恒等式 


羊 + fl 鍪+…仏磬 Le 0 (7.9) 

dx dy x dy n 

证明 由存在定理知，对于任一点… , W)6G?， 方程 
(7. 5) 存在唯一解义二史乂 31 )，满足条件 V°i =<Pi(^o)(i =1, 2,…， n). 
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若 Hu 、 Vn ) = C 为首次积分，则垆 O , 炉 lO )， …， 9 n ( x )) 
= const , 从而 

I 於 O , < Pi ( ar ), 9?„( a :)) S '0 

特别地，当 $ = A 时有 

Vu *•*, yn)+y^/i(a?o, 穸 ? ， … ， y2) 务你 0, 穸 ? ， … ， yS) 

= 0 

再由 y ?, …， yl ^ G 的任意性，推知恒等式 (7. 9) 在 G 内成立. 

反之，若恒等式 (7.9) 在 G 内成立，自然于方程 (7. 5) 的解有意 
义之处也成立，因此 

!•，_)，“.’ 趴(_(普+/音+…+’音)|微’„、 
= 0 
或 

( p x { x ), •••, < p „( a ：)) =const 
即 f < jr ， y u …， y n ) 是方程 (7. 5) 的首次积分. 

■ 

§ 7.3 利用首次积分求解常微分方程组 

考虑方程组 

^-― y u «•, y n ),i — 1 , 2 , •••, n ( 7 . 5 ) 

假设 /, 干闭域必上连续可微，从而解的存在唯一性定理成立，我 
们有 

定理2 如果 

**•? Vn ) = Cj 9 j = l ，2, … ，货 (7. 10) 

是方程组 a . 5) 的 n 个彼此独立的首次积分，则方程组 a 5) 的任 
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一解均可由 a 10 ) 通过选取适当的一组常数值 q 而确定. 


证明依定义^ 


， 0 71 ) 


D{y 




，2 U ) 


乒0，从而由 a 10) 可以确定出 


函数 


Vi = ( Pi { x , Ci , ••*， c n )，f = 1，2, •••，》 


(7. 11) 


且#存在、连续. 


首先，我们证明 a 11) 是方程组 a 5) 的解.事实上,显然 

M 戈， ••• ， <?«) ， <Pn(x, C U … ， C w )) 三 Cj ， 

j_=l ， 2 , …， n 


因而 


cfX 


n 


9 


^j(x, <p u •**, <Pn) J r y^- t — 1pj(x, <p u 

<j = l ， 2,… ， 72) 


’趴) 舍 0 


(7. 12) 

另一方面，由于 i / jj ^ Cj ( j = l t 2, ―, ra ) 是 (7. 5) 的首次积分，根 
据定理1，在奶上有 

+ f 尊 + …+ f 势三 Q 0* = 1,2,… ， n) 


dV \ 


dy n 


特别地对 L =%0， c 〗， …， c n )(i = l ，2, …， ra ) 成立，即 


n 


oX 


♦jOc，<Pu … ， <Pn)^ <p 1 


中 n ) 


d 


^ * 

dVi 






<Pn) 


0 


(7. 13) 


() = 1 ， 2,…， n ) 


于是由 （7. 12) 减去 a 13) 得到 


^dyi 


2 


d<pi 

dx 


fiix, (p 


，〜) 


= 0 (j = l ， 2,…， / i ) 


注意到 DrSt ’ …’ P 4-^0 , 由上式推知 


物1， …， yn ) 


3JO 


这表明 



dx 


<Pu …， = 


…， w ) 


Vi = (Pi{x, c l5 c n ) (j = l, 2,… ， a) (7.11) 

为方程 a 5) 的解，其中 ^，…， 为任意常数. 

现设方程 (7. 5) 的任一解 

Pi^^i(x；xo, y u —> Vn) (i -1,2, n) 

记5 歹1， •• •，爹 n ) (式 =1，2,…，?0，则由上述知 K =?><0 r ， 

I， …，〜 ）（i = l ， 2 , …，? 0为方程 （7.5) 的解.注意到步 , Uo ; 怎。， 
Vu …， e „)( i = l ，2, …，《)，由解的唯一性， 

推知 

炉,(尤，…，疗 J 三罗 ;0 r ; 怎0, ^，•••，罗„)(名=1，2, •“， 《) 

从而仏=麥办;无。，歹 I ，… ，心 )G = 1，2, …， ra ) 由 （7. 10) 所确定，只 
需取 — ^ j ( a ： o , •••, h)(i = 1, 2,…， 》), 证毕. 

方程 (7. 5) 的 n 个彼此独立的首次积分的全体(7。 10) 称为 (7.5) 
的通积分.显然，求解方程组 (7. 5) 的问题就归结为寻求它的 w 个 
彼此独立的首次积分.如何求首次积分呢？没有一定的方法，但 
记住下面的事实往往是有 益的： 将方程组 (7. 5) 写成对称形式 

dx _ dy x _ dy 2 _ dy n 

■■■ I ■■— - —" ■ ----- ™ 

殳 0 9l 92 9n 

其中 gn 山 (J = u， …， n). 如能求得7*+1个不同时为零的函 
嬰 C 綷 0 , /u u •••， fi n 使得 

1° "0 夕 0 —Ui + …+ /^夕《 = 0， 

2° // 0 &:" 1 却 | + … + 是某个函数炉的全微分，则 

cp -= c 就是方程的一个首次积分， 

例1 求解方程组 
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dz 
^ — ~~ *■ 

dx 

解将方程写成对称的形式 


2xz 


){ 


Z 


dx 


dy dz 


y 2 —z 


2xy 2xz 


(7- 14) 


由后一等式得到方程组的一个首次积分 2 = A . 

Z 


为了得到另一个首次积分，我们用^乘 (7. 14) 的第一个分式 
的分子和分母，用^乘第二个分式的分子和分母，用 s 乘第三个分 
式的分子和分母，然后将分式的分子、分母对应相加，根据比例的 
性质就得到 

I 

xdx + ydy -\-zdz dy 


w(x 2 +y 2 + 2 2 ) 2xy 

由此得到方程组的又一个首次积分 

x 2 +y 2 +z 2 


y 

易证上述两个首次积分是彼此独立的，因此方程组的通积分 


可表为 


y 


Z 


Cl 


x 2 4 y 2 +z 2 

y 


例 2 求方程组 


dx _dy _ dz 
xz yz xy 


的通积分. 


解这里％=抑，夕1=2^，夕2 =叩，取"1=怎， "2 


22 , 


就有 //。穿 0 十 # 1 分 1 + /^ 2 心= 0，而 fi Q dx + ft Ay 十 fizdz = d(xy — z 2 ) ， 
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子是吟 


q 为方程的首次积分. 


又从方程组的第一个等式，得 

a : 

— =c 2 9 

y 

它也是方程组的首次积分，并且易知它与前一首次积分是彼此独 
立的.因此我们得到方程组的通积分 

(xy—z 2 =Ci 


Cz 


例3 求解方程组 

Adx — 
{B — C)yz 

其中 A 、 B 、 C 为常数. 


Bdy _ Cdz 

(C~A)zx ~ {A~B)xy 


解 取弘 。 。 / = 而得第一个首次积分 


- 

g ^ a Vj 


B-C 


B 

C ^ A V 


Ou 


类似地取 ^o = 0, i = 就得另一个首次积分 


B 


C-^A 


A — B 


= c ? 2 . 


并且它跟前一首次积分是彼此独立的，于是它们构成方程组的通 
积分. 


§7.4 


阶线性偏微分方程的解法 


这一节我们将讨论一阶齐线性和拟线性偏微分方程的通解的 


结构. 


首先考虑一阶齐线性偏微分方程 


du 


2&(粍〜…， 心皆 

■ ^ 暴 


(7.2) 
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假设 XiUu …，' )(i = l ，2, 干某域内是所有变元的连续 

可微函数，并且处处不同时为零. 

由上面讨论知道，方程 (7. 2) 的解必为常微分方程组 


dx \ da : 2 dx n 

- - - -- 1 = zzz 2 

\ 7 " V \ 7 ~ 

A 1 A 2 


(7. 4) 


的首次积分，反之亦然.下面讨论方程 (7. 2) 的通解的结构，我们 
有 

定理3 设沪 Xa ， a : 2 , …， ； r n )= c t (f = 1，2,…， w —1) 是方程 
( 7 - 4) 的1个彼此独立的首次积分，则方程 (7. 2) 的通解可表为 

u~0(ip u **., 0„_|) (7, 15) 

其中0是其变元的任意连续可微函数„ 

证明首先证明 ^(01, ***, Pn-^) = c{c 为任意常数)是 （7. 4) 
的首次积分，从而 a 15) 为方程 (7. 2) 的解. 

事实上，依假设 X f ( i 二1，2,…， n) 在 D 内处处不同时为零，不 
妨设 X n ^0, 干是方程 (7. 4) 的解可表为) = 1，2,…， 
»_1(即视为自变量），又於 i = c<(i = l , 2，…，《_1)是方程 
(7. 4) 的首次积分，因此有 

(少 1( 怎 n )， 史2(怎”），*"， ^ Pn - 1 ( 怎 ra ) ，^ ^ ~ ** *» W — 1) 

dii-l, 2,…, a —1) 为相应确定的常数，从而 


少 （汾 1 (无 1 ， *•• ，疋 n)， •••， '**» 怎 t*)) xj=vj(.xn) ~ COIlSt 

1 ， 2,… -1 

这表明 屯 Opu …， V » n . l ) = C 为方程 (7. 4) 的首次积分. 

其次证明 a 15) 是方程 (7. 2) 的通解，这只须证明对干方程 
(7. 2) 的任一^解 a ；2， …,心)，必定存在关系虚， 使得炉= 
$0h， …, 也成立，事实上，我们有 
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功 1 ， …，〜) 印今; ■ 二以 三 0 







、。 1pj(x ] ,- 

^Xi 


? ^ n ) 


二 o 



(j : 1，2 ,…， w —1) 

2,…， 《) 在汐内处处不同时为零， 


侬假设 

程组的基本理论推知，对于 (7. 16) 必有 


(7.16) 


由线性代数方 



1 

d<p 

d<p 

9(p 


1 

dX\ 



D (%， 

^i ， …， u— 

dXi 

iih 

O/Vt 

... ?ti 

0(x u 

^2,… ，尤 》) — 




\3tn 一 ' 

邱 n — l 

… 9 ^1 


oXi dx z dx n 



这就是说朽 …， IK 一' 是函数相关的，即它们之间存在着函数关 

系，而已知於1，…， ifn -\ 彼此独立，因此炉可由^，…， h 表示， 

即 qp = Q { tp u …， U . 

«• 

这一事实也可直接证明如下：为书写方便，取«-3,注意到 

Ditu 垆 2) 

D(z u x 2 ) 

我们可以从关系式《1 = 01(心，心， A )， 《2 =於2(心， z 2 ， x 3 ) 中解出 


疋1和怎2: 


于是 


x 1 = co ] (x s , u u u 2 ), x 2 ^£0 2 (x^ u u u z ) 


Xz, x^) = (p(co u ffl 2 , x z )~0(u u u 2 , ar 3 ) 


佘下只须证明态与 a 无关， 即 ㈣ 三 0 , 



D (( p ， ip u 妒 2 ) 

DC ^ u a : z , x z ) 


sO , 我们有 
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du 


du 


du 


9 q > 9 q > 

dx Y dx 2 


dXx dx 

dip 2 9 f 

dXy 


1 


卞 3;f 2 

■ 也 2 

3a: 3 

dq> 

dx { 

d<p 

dx 2 

1 

1 

1 

^ldx x 


dx 2 

+ 冰办 3 

dtp, 



dx x 


i O 

dx z 

dX) 





dx 2 

+ 邛 2 私 




3x\ 

9xo 


dXi 

3x z 


9<p 9<p 9q> 

dx x dx 2 dx z 

9ipi Dipi dip' 

9x x dx 2 9x z 



^02 ^02 ^^2 
9xi dx 2 3a: 3 


或者展开为 


邱 i 

^1 


dqp 

^ 1 

2<p 

d<p 

dXi 

dX 2 

du 

dx x 

dx 2 ( 

du, + 

1 私 

dx 2 

邱 2 



邱 2 


抑 i 


dx l 

dx 2 \ 

3^1 

dx t 1 

dXi 

dx 2 



又浪 上式可写为 


du=Midu x + M 2 du 2 


另一方面，我们有 








由 （7. 18) 减去 (7. 17)； 



(7. 17) 
(7, 18) 


舉 
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即 \ R ^ dx l +^ A d ^2 

XdUy /\dXi dx 2 dX^ / 

+(_-& Xl ?^ 1 ^ dxz ) + $^° 


由于血^6^2，心 ：3 彼此无关，故在上式中它们的系数必须同时为 
零，即 


_ -札 ) d J ^+(^-~ M 2 )?& = 0 

dU l JdXi \dU 2 JdXx 



90 


- J\d J 



2fe + ^=o 

cfx^ 3x^ 


由前两式推出 


dQ _ 

duj 


— Mi 


2^ 



三 再由最后一式推知 


90 

dx ^ 



是 2 / 即炉 = 5%，於 2 ). 证毕. 

例1 求方程 au x - rpu y ^ Q 的通解，其中 < x ， 沒为常数. 


解特征方程为 ¥ = 易见办 一邛 为其首次积分 > 因 

a p 

此所求通解为— o ^)， 其中 0 U ) 为 | 的任意连续可微 
函数.这正与§ 7. 1例1的结果一样. 

例2 求沢， 一 以,= 0的通解. 


解 特征方程为¥ = —|，而 ar 2 + y 2 = c 为其首次积分，于是 

y x 

所求通解为 S = o 0 i ： 2 + y 2 )、 其中0> 为任意连续可微函数. 

例 3 求解方程 


B~C du , C-A du , 

~~r~ yz d~x^~B~' zx d^ + ~c 


A ^~ xy fz ^° 


解 特征方程为 


Adx __ Bdy — Cdz 

i,B~C)yz ~{C~A)zx ~{A~B)xy 
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由 § 7. 3 例 3 知 


B-C 


■X 


B 


C _ A 


r = c u 


B 


C-A 


y 


c 


A — B 


z 


是它的两个彼此独立的首次积分，因此所求方程的通解为 


U 



2 


B — C 


x 


2 


B f ， 


B 


C 


C~A 


C-A 


A-B 


z 


其中 0 为任意连续可微函数. 

例 4 求■切的通解 


解特征方程为 


dxi dx 


dx 




x 


n 


容易求得它的 n ~ l 个彼此独立的首次积分 


^-= c l 9 乜 = c 2 


X 


C 


71 


X 


n 


于是原方程的通解可表为 


Z~ 0 


怎1 ^2 


X 


X 


其中 0( Wl ，…，、…为〜…,〜^的任意连续可微函数. 


现在转入讨论一阶拟线性偏微分方程 


71 


2^， …，怎抑；幺) 


{ 


dXi 


Z(x 


， ^ n ! 


(7.3) 


的求解问题，假定…， x n ;2 )(i = l ，2， …， ra ) 及 ZO 】， …，〜; 
幻于某区域内是所有变元的连续可微函数，并且在所讨论区域内 


71 


处处有;尹 0. 为书写方便，我们以2的情形，即 


2 


^Yiixu x 2 ； z 


dz 

dXi 


^2；^) 


(7. 19) 
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为例进行讨论. 

设 (7.19) 的解表为隐函数形式 

x 2 l z) = 0 

我们来分析一下，函数以必须满足什么关系. 


du 


#0,于是可从 (7. 20) 解出2=/(心，心)，从而 


(7*20) 


u(x u x 2 ;f(x u x 2 ))~0 

分别对:^和^微分上恒等式，得到 

du , 3/ _ n du du df 

dXi dz dXi 9 x 2 cfx 2 



因而 



将2=/( 2 ： 1 ，^)及上述关系式代入方程(7.19)，并注憲到 2 = 

/(〜，心)为(7_19)的解，可得 


2 


— ^ Yiixx , x 2 ; z )^^^ Z ( x u x 2 ; z ) 


du 

3 x , 


dU 

dz 


或 


r 仏， ％ "> l ： +y2te ^ 2； Z ^ Z(X ^ X2； ♦ 0 


即函数 《 满足一阶齐线性偏微分方程 


2 


x 2 ； z)i^+Z(x u X 2 ;z)^ = 0 


dx { 


dZ 


(7.21) 


且当以 (7, 20) 所确定的 z = f ( x u z 2 ) 代入时 (7. 21) 变为恒等式. 


反之，若幻是 (7. 21) 的解，且则易见 (7. 20) 就 


是方程 (7. 19) 的隐式解. 
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设 ( a ? i , 3^2? s ) = Cj(i =1，2) 是 (7. 21) 的特征方程 

dxi __ dx 2 —dz 

T 7 == T 7 =： z ' 

的两个彼此独立的首次积分，则由定理3,方程 (7. 21) 的通解可表 
为 M 二0(01，02)，其中少 （ Wi ， w 2 ) 是 w 2 的任意连续可微函数. 

现 证当# 关0时0(化，0 2 )二0就是方程 (7. 19) 的通解，即若 

cfZ 

2 =夕(4, r 2 ) 是 (7. 19) 的某一解，则它必包含在0(01,02> = 0之 
中，也即当选取少为某一函数时，以 
= 0就得到关于$1，心的恒等式. 

事实上，由定理1我们有 

i-a 1 

+20^2; g(x u 怎 2) = o 


(J = 1 > 2 ) 

同时，又有 

2 

^Yiixux^ g(x„x 2 = Z{x u x 2 i g{x u 〜)） 

i_l * 

由上述恒等式就得到 

^Y i {xux^g{x u x 2 ”( 篆 + 尝 •• 奈 >0 0 1 ， 2 ) 

i — l 

或令 q > i { x u xz )~ i / f i ( x u x 2 ； g ( x u x 2 )) (i = l ，2) 而将上式写为 

y ] Yj ( x u x 2 ; g ( x u x 2 ')) d<Pj ^ lX2 ^ ^0 (j = l ,2) 

* 

此式表明均为方程 
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(7.22) 

i-i dXi 

的解.但 （7.22) 是两个自变量的一阶齐线性偏微分方程，由定 
理3知，它的任两个解之间必存在着函数关系.于是必有杳使 
凑((^(〜心)， < p 2 ( x u x 2 )) = 0 i 因此 0( 於 1 ，妒 2 ) = 0 是 (7. 19) 的 

通解. 


易见上述讨论过程对于 n >2 的情形也完全适用，因此，我们 
得到关于一阶拟线性偏微分方程 a 3) 的通解结构的如下定理. 
定理4 设 Kx u ^^ x n ; z )= c i (i = l ,2, — 5 n ) 是常微分方 


程组 


dx \ 

T~ x 


dx 2 

y ~ 2 



dx n Az 

_■■■ — - —M 

z 


(7.23) 


的 w 个彼此独立的首次积分，那么，若 


0( 沴 1 ， 垆 


，垆 rt ) = 0 


(7. 24) 


这里0(仏，…，^为〜，…， I 的任意连续可微函数，并能从 (7. 24) 
确定函数2：二<〜，…，、)，则 (7.24) 即为拟线性方程 （7. 3) 的通 


方程 (7. 23) 称为拟线性方程 (7. 3) 的特征方程. 
例5 求解线性方程 

解 特征方程为 

dx _ dy dz 

容易求得它的两个彼此独立的首次积分 

怎 2 十夕 2 二 : Cl 和 x yJ rZ — Ci 

因此,所求偏微分方程的通解为 

0(x 2 y 1 7 xy + z) ~0 

其中0(仏， tt 2 ) 为…, M 2 的任意连续可微函数. 
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例 6 求解拟线性方程 y ~= z . 


解特征方程为与=鲁=@，易见就是它的一个首次 

y z 

积分.为了求其另一个首次积分，可将2^ =〜代入上述方程，然后 
积分可得 

X 


z = c 2 e 1 




最后得到两个首次积分 y = 和 2 ：e y = 

独立的.因此所求偏微分方程的通解可表为 


0 (^, ZQ y ) = 0 

其中少为《丨， W 2 的任意连续可微函数. 

例7 试求方程 

* (y—bz)^—(x — az)^ = hx — a?j 

的通解，这里 fl ， &为常数. 


经检验它们还是彼此 


解不难求出特征方程 


dx 


dy 


dz 


y — bz —( x — az ) bx — ay 


的两个首次积分 


tpi ^ ax-hby + z ^ Ci 
0 2 三 a ; 2 + 夕 2 + z 2 = c 2 


并且矩阵 


fdlpl 301 d^pi 

^dx dy dz 
302 ^2 \ 

- dx iy 9 z 


a b 1 
V 2 x 2 y 2 z 


的秩等于2,即 & 与垆 


2 


彼此独立，干是所求通解为 


0( ax J \ by + z , it 2 + f 十; s 2 ) =0 
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其中〜)为 A ，仏 的任意连续可微函数. 


§7.5 柯西 ( Cauchy ) 问题 

上述一阶线性(拟线性)偏微分方程的求解过程，可以用几何 
的语言给予直观的解释.考虑三维空间的一个连续向量场 

泰 

F = P{x,y, z)i + Q(x,y, z') jR{x , y , z)h 

其中尸， A 为 H 3 的连续函数，而 1 i , & 是沿坐标轴的单位 
向量. 

空间的一条曲线，若其上每点的切向量 t = i^c + idy ~{ kdz 与 
该点的场向量 F 共线，则称该曲线为此向量场的特征曲线.易见 
特征曲线可由微分方程式 


dx dy dz 

P Q R 


(7.25) 


来确定. 

由特征曲线组成的曲面，确切地说，如果特征曲线与曲面有一 
交点，则曲线就整条落在曲面上，这样的曲面称为特征曲面.因 
此，特征曲面上任一点处其法向量 N 与向量场的向量 F 正交，即 


JV*F = 0 


当特征曲面为显函数形式 


20, y ) 时 IV 


dz* 


dX 



(7. 26 ) 
9z * * 


从而关系式 (7. 26) 为 




当特征曲面为隐函数形式 L 幻=0时， 

Jx dy dz 


( 7 - 27 ) 


这时 a 26) 为 


• 323 * 



p l +e l +i 2 l =0 (7 . 28 ) 

即是说一阶线性(拟线性)偏微分方程的解(积分曲面)是特征 
曲面.特征曲面由特征曲线组成.而寻求特征曲线的问题归结为 
求解常微分方程组.也就是说， 一 阶线性(拟线性)偏微分方程的 
求解问题可以归结为求解常微分方程组问题，这正与前面的分析 
结论相一致. 

所谓柯西问题，用几何的语言说，就是求一阶偏微分方程 
(7. 27) 或 (7. 28) 的通过某一给定曲线的积分曲面.这里必须指 

出®，对于某些曲线(譬如特征曲线)柯西问题是不确定的，因为对一 
条特征曲线而言，可以有无穷多个特征曲面经过它;而对于另外一 
些曲线，柯西问题甚至没有解存在.但是我们有下面的一般结果. 
定理 5 假设方程2,…, ft ) 于 

域 D 内是所有变元的连续可微函数，且 X re ^0, 则柯西问题 


n 


2又(〜 


) 


du 

dxi 


o 


(7* 29) 


i ) 

存在唯一解，其中< 是任意给定的数， f ( x u 
的已知可微函数. 

证明 设 0, (4,怎2,…， = = 2, 

方程 


0是它的变元 


1) 是特征 


dx 


dx 


X , X 2 


dx 

X 


(7.4) 


n 


的 n —1 个彼此独立的首次积分，令 




u x^)^(Pi{x u … ， ir tt 


(i = 1 ， 2, 


- 1) 
(7.30) 


①详细论述可参阅 i ? •柯朗和 D . 希尔伯特著，熊振翔、杨应辰译々数学物理方 
法》第二卷(科学出版社，1977年）第二章. 
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注意到 。 免卜如 0, 我们可从 (7. 30) 确定出 

L >{ X U 

x ^ OiiPi , …， h ) (i = l ，2 , …， re — 1) (7.31) 

同时 Oi(i = 1, 2,…， n —1) 关于它的变元具有连续的一阶偏导数. 
可以断言 

,拎《-1) ，…， On -1 (妒 1，…，垆 n -1)] 三少（垆 1 ，…， U 

<7. 32) 

就是柯西问题 (7. 29) 的解. 

事实上，若记 XM 3 X 1 |^+*”+ X K |^， 则 

3a: 1 dx n 

xm 叉[^] + … + 

而 z[A]E0(j=i ， 2, ••《 —1)， 故 三 0 ， 即 满足方程 
(7.2); 又当 = 4 时，注意到 (7. 30) 和 (7, 31)，有《 = /(々，…， 

就是说 (7. 32) 为问题 (7. 29) 的解. 

现在进一步证明，问题 （7.29) 的解是唯一的. 

… ，心) 也是问题 (7. 29) 的解.记 a 32)为仏 （ or ,, …，％),则必有 

X n ) = U 2 ( x u — ,怎„) 

事实上, MiO t , …， ar n ) = Ci(i = 1, 2) 均为(7,4)的首次积分，于 
是对 (7. 4) 的任一解 Xi ~ Xi ( x n) x [, …， a^)(S = 1，2,…， 》—1) 有 

…，怎 JeaO ?， xl )^= f { x \, …， arD 

-n 2 {x\ y —,xl. u xl)~u 2 (x u •••,〜) 

由解; Ti(i = l ， 2,…， ft —1) 的任意性可知，对于变量 a ? i , …，〜-1，％ 
只要 /( 怎1，…，；-1)有定义，就有 WO ! ，…， a ;„) sw 2( a ； i ， …， x „)， 
证毕. 

关于拟线性一阶偏微分方程的柯西问题类似地有 

定理6 假定方程 (7. 3) 中 Y i ( x l 1 ^ f x n ； z)(i = l i 2 f …， 《) 和 

2(^ 幻于某域内是所有变元的连续可微函数，并且7„_0, 
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那末，柯西问题 


I ^3 z 

^ f x„ = ar^ … ，怎打 ― 1) 

存在唯一解，其中4为任意给定的数， g 为关于它的变元连续可 
微的已知函数. 

例1 求柯西问题 


的解. 



dz 

% 




解积分特征方程4 =金得 x 2 + y z ^ c , 从而方程的通解为 

-- y x 

z = < p ( x z -\~ y 2 ) 

其中史 为其变元的任意可微函数. 

计及所给条件得因而 < p ( x 2 -\- y 2 )= x 2 - hy 2 , 故所求 
解为；3 = 3； 2 +夕 2 。 

顺便指出，这里也可视所给方程为拟线性方程，而求出特征 

V 

方程 


dx dy dz 

« • ■ _ __ _ -- ^ 7 *^" _ __ 

—y x 0 

的两个彼此独立的首次积分 2 = Ci 和 ar 2 - h ^ 2 ~ c 2 , 再由 z ~ c u a ? 2 + 

汉 2 = C 2 和怎= 0, 2 =夕 2 消去怎，穿，因此 3= X 2 十汉 2 就是 

所求的解. 

例2 给定方程 


(y—62)_—(a: 一 a2)_ 


bx — ay 


求满足条件： = = y 的解. 

■ 


(6 尹 一 1) 
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解由§ 7. 4例7知道 


ax + by^z — Ci^ x 2 + y 2 + 之 2 = <?2 

是其特征方程的两个彼此独立的首次积分，由它们和条件 z = 0 时 
一 起得到，因此所求的解为 

¥+V+/= 2(m 2 

例3 求柯西问题 


的解 • 


a: + 夕 =1 ， u = 0 


解 特征方程为容易求得它的两个彼此独立的 


首次积分 



由它们和 $ + = 0 消去 or , y ， w 得到 

c 1 ( 2 c 2 ) 2 

于是 (w + ~)(2 — 2 夕 + a 2 )=2 


或 


X — 

1 + wa : _ 



就是所求的 % 


例4 求柯西问题 


y fx~ X fy ^~ y2 

x y 0^ z — 0 
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的解. 


解特征方程夸有两个彼此独立的首次积分 

y x x if 

ar 2 + 女 2 二〜和 2z — {x J ry') z -c t , 计及条件 a+，y = 0, z~0 即得 c 2 = 
= 0,因此所求的解为 2 z = (：r li ) 2 . 

例5求方程 

x %" y Tx ^ 

通过圆周 z^l,x 2 + y 2 = 4, 的积分曲面. 

解求解方程组 

dx d?j dz 

—y~ a; — 0 

得到特征曲线族3=^，？+ 〆 =^，易见所给圆周恰为特征曲线, 
因此问题是不确定的.事实上，不难看出 42= a : 2 + y 2 ; 3 = ar 2 + tf 2 — 3: 

x lJ ry z + z 2 ^S 等均为问题的解. 

例6 求方程 



通过曲线 ^0 = s , Vq — $ 2 , s 0 = s 3 的积分曲面， s 为参数. 

解 引入新参数 t 并令办 =— ^ = 办，则此方程组满足 

条件 a ： U D ) = S , y («。） 二 S 2 , ；3(«。）=5 3 的解，就是经过原给曲线的 
特征曲线，在此就是 x = t + s ， y = — t + s 2 , z = t + s 3 ( 这里取 = 

0)，注意到积分曲面由特征曲线组成，因此上述特征曲线族的全体 
就是所求的积分曲面. 


习题 7 

(-) 求下列方程组的通积分及满足指定条件的解: 



dt 


= x + y , 


dy 一 
** ■ 

dt 
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2 - d £=^ |=- +1 ， 当 


0 时 x= — 2 y y 


3. ^=x~2y, ^ =x ~y> 当 <=0 时疋 =y = l 


4* 


dx 


dy 


dz 


z—y x—z y—x 


(二）求下列方程的通解及满足给定条件 的解： 

1- yu x —xu y + (x 2 —y 1 )u z ^O 

2_ (z 2 —2yz — y % ) u x + {xy+xz)u y + {xy^xz)u z —0 

3. x l z x —xyzy^-y 1 = 0 

4. ( 夕 3 x —2r 4 ) z x + (2y A ~x^y)z p = 9z (x z —y 3 ) 


5. x 


du t du x 9U 


g + "⑽， W 为自然数 


6. (M+y+2)|^+ (u+x+z)^ + (u+^+y)^=x+y+a 

€^37 dy vZ 

7 V~ z z—x dz _ x—y 
'yz dx^ zx dy xy 


8- ( 夕 + 2 )^+(z+a:)¥=;r+ 存，》 =1 ， z=y 

ifx ify 


9. 


10 . 


dz dz 

yz % + U =c 


1, z = 3x 




9 y 


0 ， x=0 y z=y z 


(三） 求与下列曲面族正交的曲面 （ a 为任意常数) 

L z =axy 

2, xyz = a 

3, z 1 =axy 

(四） 试证方程（第二章( 2 . 43 )式） 

M(x, y)dx-\-N (x, y)dy = 0 

有仅与 $ 有关的积分因子的充要条件是 


9M 9N 
~9 y ~^ 


)/ N 


仗是$的函数. 


(五）证明以坐标原点为顶点的锥面方程可写为 
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其中少，炉为其变元的可微函数 
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附录 I 拉普拉斯变换 


我们在第四章、第五章中已经看到，拉普拉斯变换法是解常系 
数线性微分方程(组）的一种简便方法.由于运用拉普拉斯变换这 
一 工具，使微积分的运算能由复变数的代数运算来代替，因而使常 
系数线性微分方程（组)能转换成复变数的代数方程.于是在寻求 
满足初始条件的常系数线性微分方程(组）的特解时，无须按常规 
首先寻找通解,然后再由初始条件去确定积分常数，而只要借助于 
拉普拉斯变换表及一些部分分式展开法即可求出. 

这里就拉普拉斯变换的一些概念、基本性质及几个常用函数 
的拉普拉斯变换的推导作一个简略的介绍. 

§1拉普拉斯变换的定义 
如果在实变数上有定义的函数 / G ) 使积分 

fe- st /(0 dt= lim\ T Q- 8t f(t)dt (1) 

对于已给的一些 s (这里 5 —般取为复数)存在，则称 

^(5)-jV s 7(0^ (2) 

为函数 /U) 的拉普拉斯 (Laplace) 变换①通常用符号幺来表示拉 
普拉斯变换，它是一种运算符号，变换念施行于/(0时，便给出 
FCs ), 也就是说,对干函数 Kt h 通过拉普拉斯积分（1)，便有一个 
函数八 S ) 与之对应，因而 F ( s ) 

mm~\ ■■ I ■ I I ■ M 

①必须指出，在拉普拉斯变换的定义中，亦可把函数 Ki ) 取作向量彤式的，即 
/ ： (0=[/ l (0,/ z (0, - 则由公式所确定的亦有向量的形式 = 

-^ F n ( s ) y f 因此，在下面所述的各种拉普拉斯变换的公式中，都可以 
把原函数 / U ) 和象函数看作为向这在解决微分方程组的问题时是有用的(参 
阅第五章). 
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例 1 对于= 1 ( t >0) 




l dt 



(Rqs>0) 


这里 Res 表示 s 的实部.由于上述极限当且仅当 Res >0 时才存 
在，因此常数1的拉普拉斯变换为 


幺 [1]= 





( Res >0) 


(3) 


例2 利用例1的相同步骤立即可以计算出指数函数 /(() = 
e 〃(其中3是给定的实数或复数）的拉普拉斯 变换： 


5?[e 5< ]= Q^ st -e zi dt 

Jo 



( Res > Re2 > 



究竟函数 / W 须满足哪些条件才能使积分 （1) 存在？当函数 
/( G 确定后， s 又该取哪些 值呢？ 由于篇幅所限，我们对这些问题 
(可以把它们称为拉普拉斯变换存在的条件)不作详细的讨论.在 
这里,我们只指出，假若函数 /( f ) 在 t >0 的每个有限区间上是分 
段连续的，并且不比指数函数增大得快，即存在这样的两个 
常数 M >0, 使对于所有的 都有 


|/(t) 1<^ ( (5) 


那么拉普拉斯积分 (1) 必然存在（只需 Res > a ), 换句话说， f(t) 
的拉普拉斯变换是存在的.下面我们只限于讨论这种类型的函数 
/(0,并把 /(O 称为原函数，相应地把它的拉普拉斯变换称 

为象函数， 

显然，函数: M ， t n (n 是正整数)， sin «， cost. e xt (z 是任意给 
定的复数)等都是属于这种类型的函数(原函数），因此它们的拉普 
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拉斯变换是存在的.然而，对于函数 e i 2 和显然积分 (1) 不存 
在，因而对这类函数就不能进行拉普拉斯变换.我们已在例1、例 
2中实际推导出1和的拉普拉斯变换，对于 i 和 sin ^ 的拉普 
拉斯变换，我们亦把它们作为例子具体推导如下， 

例3 求函数 = 的拉普拉斯变换. 





si dt 




^ - T 1 p 

lim 

t 

+ lim 

3 1 po 

•- 谷 J 

i = 0 



e 


-S 



f dt 


= 丄釔 [1] = 4 (Re 5 >0) 

s s 



例 4 求正弦函数 = 的拉普拉斯变换. 

由定义 


[sin ^ ] — I c~ st sintdt = lim[ e~ s *sin^i 

0 T-^ooJ o 


因为 


sin t ~(e w —e" w ) 


其中 i 表示虚数单位，所以 


汉 [ sin t2 — lim 


r 


e -“（ e “ — e 一“） 忍 


■- 

l 


0 



0 0 




( Res >0) (7) 


这里显然有 Re ( s — i ) = Re(s + i ) = R e5 . 

余弦函数⑼以的拉普拉斯变换可用类似方法求得. 

. 我们知道，任何可进行拉普拉斯变换的原函数 / G ) 的象函数 
FO ) —般可以用 e _ “乘 f(t), 然后从《 =0到《 = oo 积分这个乘 

积来得到.但当我们掌握了拉普拉斯变换的一些基本性质之后, 
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就不需要每次都这样做了，我们能够稂据一些拉普拉斯变换的基 
■ 

本性质推导出更加复杂的函数的拉普拉斯变换，而且通常可以査 
阅拉普拉斯变换表找到给定原函数 /(() 的象函数 F ( s) m 

§2 拉普拉斯变换的基本性质 

拉普拉斯变换有一系列重要的性质，这里我们只介绍在常系 
数线性微分方程（组）应用中几个简单而基本的拉普拉斯变换的 
性质， 

1. 线性性质 如果函数 /(G 和〆 O 是原函数， 《 和 y? 是任 
意两个（复)常数，则有关 系式： 

总 [«/(0+M 0]=«^[/(0]+(8) 

利用拉普拉斯积分(1)，容易直接验证这关系式.根据这个性 
质,我们可以推导出一系列函数的拉普拉斯变换， 

例5 如果原函数 /G ) 是复值函数，其 
中《， w 是实的，则由线性性质立 即得到 

总 [/(()]= 念0(0+4(0]=幺[>(^)]十 i 幺0(亡）] 

现设 S 为实数，那么，由定义，显然实值函数的拉普拉斯变换对实 
的 s 是实的，因此癸1>(0]是念[/(0]的实部，而念[>(50]是 
念 [/G )] 的虚部.现在假设其中 z = 这里人 o 
是实数，则由线性性质有 

贫 [e“] coscot +ie Al sin©i] 

coscot^ sina>^] 

另一方面由 （4) 式知道，当 Res > Re 2， 亦即 s > A ( 因假设 s 为实 

« 

数)时 

1 — 1 一 s—A + ico 

s~z~ s~A~ico~ ( s — 汉） 2 十 co z 


因此 



I 


] + i 念 [ e ^ sincoi ] 


s —— A L ico 
(s — A ) 2 -ir co 


如果对实的 s 比较上式的实部和虚部便得到 


£C[Q Ai coscot^ 


— A 


(s — A ) 2 + o > 


5?[e^sinct)i ]= 




我们指出，上两式对复的 s 仍然是成立的，即有 


念 [ e “ cosc ^] 




X 


(s — A) 


(Res>^) 


(9) 


幺 [e“ sin c»/J 


(s — A ) 


特别地取 4 = 0 便有 


(Rqs>A) ( 10 ) 


^[^ coscot ^ 




(Re5>0) 


( 11 ) 


<S?[sinct>i ] 


s 2 + 


(Res>0) 


( 12 ) 


注意， o = l 时 （12) 式就变为 (7) 式，因而在这里以及下面某些类 
似的拉普拉斯变换公式的推导过程中，可以先假定 S 是实的，然后 

在所得结果中再假设 S 是复的，这样便使得拉普拉斯变换公式的 
推导显得简明方便（可参阅 F. Brauer 和： f. A. Nohel 著： 《 Ordi- 
nary Differential Equations ： a first course 》 （1973 年）第十 

章). 

例 6 计算双曲函数 shW , chw 的拉普拉斯变换.由线性 
性质及 (4) 式立即得到 


<^[ sh ©/]=^ ie 
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类似地有 


s — <x> 

CO 

s 2 —co 2 


s J rG > 

(Res>\co\) 


(13) 


幺 (Rcs>\co\) (14) 


注意，这里《是实的.如果《取为复数时， （13) 和 （14) 式亦成立， 
但此时要求 Res>|R ⑽丨，因为需同时要求 Res>Re ①和 Res> 

— Rect >. 


2. 原函数的微分性质如果原函数 /(O 的一阶导数 f(i) 或 
更一般地直至 w 阶导数 广 K) ( Jf) 都是原函数，则有 

^[f(O]=^[/(O ]-/(0) (15) 

或 


^ U ( n ) ( t)l = s n ^ U ( t )2- s n - l f (0) 

-S n - 2 f (0) - /< n -'>(0) (16) 

如果/〜(〖)在《 =0处不连续，则 / <fc) (0) 理解为右极限值 

lim/ ⑷⑴. 

(-^0 + 


事实上，我们只要应用拉普拉斯变换的定义及分部积分法，立 


即得到 


念[尸⑴] =fV “尸⑴办 dimfe …尸 ⑴点 

J 0 T —ooJ 0 


lim 

T-^oo 


e <7 ⑴ 


u. 


t rT 

+ 

0 Jo 






oo 


-f(0)+s\ 

0 


= s ^[/( O ]-/(0) 

这里我们用到下面事实：由于假设 /(t) 是原函数，即 /(?) 满足不 
等式(5)，故对 Res><7>0 有 


• ， 



lime-^/(T)=0 

(T 7 ^ oo 

运用公式 (15) 两次，便得到 

^[rco]=^[f(o]-f(o) 

= 5{^[/(O]-/(0)}-f(0) 

= s 2 ^ U ( t )-]- sf (0)~ f \0) 

如此类推便可得到一般公式 (16). 

特别地如果/(0)=/'(0)=，"=广-”(0)=0,则 

由此看出，对原函数的微分运算，通过拉普拉斯变换便转化为用« 
乘它的象函数的乘法运算，显然对象函数的代数运算比对原函数 
的微分运算来得简单，这正是我们之所以借助拉普拉斯变换来解 
常系数线性微分方程(组)初值问题的原因所在. 

3. 象函数的微分性质 如果 F ( s ) 是 f ( t ) 的拉普拉斯变换, 
则 PG ) 作为 s 的函数有 

Jo 

或更一般地有 

广 Oo 

F(">(s) = ( —l) n t n Q~ si f(t)dt 

J o 

因而如果 /( f ) 是原函数，则对任意正整数》， <*7(0 也是原函数， 
而且 

^[« n /(0] = (- D n ^^[/(0] (17) 

关于这个性质的详细论证可参看有关专著.利用这个性质容 
易推导出在常系数线性微分方程(组）的应用中常遇到的一些函数 
的拉普拉斯变换. 

事实上，如果在 (17) 式中令/(£) = 1，则由 （3) 式立即得到 
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n 


一 l) 


n 


ni 


as v \s / s 


n 


(Re^>0) 


(18) 


又如果在 （ I 7 ) 中令 = 是复数 L 则由 （4) 式得到: 

d n 


这 [pe zt ] = ( — 1 尸 U 




d s n \s — z / 


n ! 


(5 — z) 


tt +1 


( Res > Re2 ) 


(19) 


再令 2 = ；l + i 0， 并取变换结果的实部和虚部，便得到①: 


ooscot] 


^li n G Xi sincot 

特别取 2 = 0 便有 


S6\_^t n cos<af ] 


n f Re [(5 — A) : ioj 

»i Im [ ( s — A ) ico'] 


n 


(Re: > 


v 


L 


( 20 ) 


n +1 


i(s~Ji) 2 +co 2 2 


n + 


(Kos>A) (21) 


纪 [t n sin ] 




niRe(s + io)) n + 1 

(s 2 十 co 2 ) n + 1 

nilm(s +i6?) w +1 


( Res >0) 


( 22 ) 


S 2 十 Ct> 2 ) 


n 


( Res >0) 


(23) 


在 (20)，（21)，（22)，（23) 中计算出新示的实部和虚部，便可得到这 
些拉普拉斯变换的明显表达式，例如当《 = 1时，从(22)、（23)立即 


得到: 


5? [i c oscot 




9 9 

S — CD 


(s 2 r CO 2 ) 2 

2sco 


^Itsincot] 


(Res>0) (24) 


( Res >0) (25) 


从 (20)、（21) 立即 得到: 

55 coscot 


S — — 


2 


[ W sin Of ] 


[(卜/0 2 十《 2 ] 

2o) s — A ) 


[(S — 2) 2 十 OJ 2 ] 2 


( Res > A ) (26) 


( Res >2) (27) 


① 我们 再次 指出： 为了实现这些计算可以先脰定 s 是实的，然后在得到的答案 
中再假设 s 是复的. 


• 333 


_ 


§3 拉普拉斯反变换 


在运用拉普拉斯变换法求解常系数线性微分方程(组)时，我 
们要碰到如何根据象函数 PO ) 去求原函数 /(?) 的问题，这种由 
釭变数 表达式 FO ) 去推导出时间变数表达式 / G ) 的数学运算， 
叫做拉普拉斯反变换.一般记拉普拉斯反变换的符号为念- 1 ,因 
而 

I 

根据有关专著(例如参阅 M . A . 拉甫伦掠夫, B . A . 沙巴特著,施祥 
林，夏定中译，《复变函数论方法 》( 下册 )（ 人民教育出版社)第六章 
“运算法和它的应用”）知道，通过乃>)可由如下积分求出 f ( t )： 

/(0-^ f +1<W F ( s^ 8t ds ( t >0) (28) 

加 Jc-ioo * 

式中 c = Re 5> cr ( or >0 为实常数），称为收敛横坐标. 

直接计算由 （28) 给出的积分是比较复杂的，要用到有 关褽变 
函数论方面的知识；但在具体运用拉普拉斯变换解常系数线性微 
分方程(组)时往往可以 不必去 求这个积分，只要直接运用拉普拉 
斯变换表就够了.当所研究的变换式子 FU ) 不能在拉普拉斯变 
换表中找到时， 一 般地，也只要运用部分分式展开法，将 F ( s ) 写成 
那些已知的拉普拉斯反变换的 s 的简单函数即可. 

如果 / G ) 的拉普拉斯变换 FU ) 已经分解为下列分量： 

FO) = & O ) 十 F 2 (s) + …+ P n ( s ) 

并假定 AO )， &<>)，•••， AO ) 的拉普拉斯反变换可以容易地求 
出那，么 

~ f f ' i ( t )- {- … +/ ra ( t ) 

其中 /!(«), / 2 (*) ，… ,/» U ) 分 别是杓 ( S )， F 2 ( S ), …,的拉 
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普拉斯反变换. 

在应用拉普拉斯变换法求解髙阶常系数非齐线性微分方程 
时， F ( S ) 常有如下形式： 


尸 （ S) = 


B(s) 

A (^) 


式中 4( s ) 和 SO ) 是 s 的多项式，一般情况下， S ( s ) 的阶次不高干 
40) 的阶次（如果不是这样，则分子 S ( s ) 必须用分母 Z ( S ) 去除， 
最后得到一个 S 的多项式和一个分子的阶次低于分母阶次的真分 
式之 和〉， 此时，我们若能将 4(5) 分解成因式，则应用部分分式展 
开法将 P ( s ) 展开成部分分式的形式，使 F ( s ) 的每一项分式都是 
s 的简单函数，再利用拉普拉斯变换表即能求出 F ( S ) 的反变换 


例7求 


F ( s ) 


+ 3 


2 


+ 3 s + 2 


的拉普拉斯的反变换. 


利用部分分式展开法，可展开为 




+ 3 


2 


(s + l)(s + 2) 


+ 1 


+ 2 


于是由拉普拉斯变换表立即査得 

f ( t )=^- l LF ( s )2 



= 2 e ^- e " 2( U >0) 



F ( s ) 


s 2 -5 s + 5 
(5 一 l)(s — 2) 2 


的拉普拉斯反变换. 

P ( s ) 的部分分式展开式为 


• 340 • 



于是 


F(s) = 


S — 1 (S — 2)2 


/(on%)] 




s 


1 




(卜2) 2 


e* — ie 


最后我们要指 出:并 不是任意函数 FU ) 都能作为象函数的, 
这与不是任意函数 / G ) 都能作为原函数一样.也就是说 ，一 个函 
数 / G ) 或 p ( s ) 能作为原函数或象函数都是有条件的.不过，在 
我们讨论拉普拉斯变换法应用于求解常系数线性微分方程(组)的 
初值问题时，总是假设所考虑的象函数或原函数是存在的，而且， 
当原函数 f ( t ) 确定后， 根据 (2) 式，象函数就可唯一确定；反之，对 
个给定的象函数 F ( s ), 只有唯一的一个原函数和它对应，使关 
系式 (2) 成立.因此，原函数和象函数是 一一 对应的. 

为方便应用起见，现将求解常系数线性微分方程(组)的初值 
问题时经常遇到的拉普拉斯变换列成一简表如下. 

拉普拉斯变换表 


序号 

原函 数 f ⑴ 

i 

象函数 F( s )= rc-^f(Odt 

Jo ! 

F(s ) 的定义域 

■ 


■mi 

Res>0 

■ 



Rea>0 

■ 



Res>0 




Res>Re2 

■ 



Res>Re^ 
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续前表 


序号 

原函 数 f ⑴ 

r<D 

象函数 

， u ) 的定义域 

■ 



Res> Res 

I 




■ 



Res>0 

■ 



Rqs >\ co \ 

10 



i 

Rcs<i[co\ 

h 

11 



mgm 

12 



m^ 


15 


t 7t sincot 


14 


e ? *cos cot 


15 


tQ }t sincot 


16 


t^ } t COS (Dt 


a > 


( s - A ) z + co z 


8 


A 


(s-A) s +o 2 


2 o)(g — /) — 
i(s-Xy^co 2 '^ 


(s — A )2 — co^ 

[(s — A ) 2 + o) z 


Re^> A 


Res>A 


Res>A 


Res > l 
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附录 II 边值问题 

我们知道，不少物理、力学、工程上的问题，可以归结为求解微 
分方程的问题；而在解决一个具体问题时，除了微分方程本身以 
外，还需要一定的定解条件.在前面的讨论中，定解条件为初始 
条件;相应的定解问题称为初值问题，它可表 述为： 已知运动在初 
始时刻的状态，探求运动的规律.但是，有很多实际问题却不能这 
样表述,它们虽然也可以归结为求解微分方程的问题，而定解条件 
却分别在所考虑区间的两端给出，这种定解条件称为边界条件，相 
应的定解问题就称为边值问题.在本附录里，我们将从一个实例 
出发，引出常微分方程边值问题的基本概念，并以二阶方程为例， 
讨论求解边值问题的某些方法和结果. 


§1常微分方程边值问題的概念 


在材料力学中，已经知道，在考察梁的横向弯曲问题时，梁的 
f 挠度曲线满足方程 

( 1 ) 

这里^是沿梁的长度方向取的坐标，芯为材料的弹性 模量 ， J 为梁 


横截面的惯性矩，而及为作用在相应横截面上的弯矩. 
我们又知道 


m 

dx 


= Q ( X ) 


为作用在相应横截面上的剪力；而 


dQ 

dx 


9(工） 



(3) 


为在 z 点的载荷密度——单位长度上的载荷. 利用 （2>、 （3) 两式, 

V 

就可以将 (1) 化为 

■ 1 h . . - ► 
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“w&h ⑻ ⑷ 

这就是当梁上的分布载荷密度？ O ) 为已知时，梁的挠度曲线 y = 
所应满足的微分方程 • 

很明显，对于用不同方式支承的梁，例如铰支梁与悬臂梁(图 
( ii - i )( fl )、（&)) 在同样的载荷条件下，其弯曲情况是完全不同的. 
因此为了确定梁的挠度曲线，所需要的定解条件应根据不同的支 

-r 

承方式来给出. 



( o ) 铰支粱 （&) 悬臂梁 

图 （ II -1) 


例如，对铰支梁来说，它在两端点的位移及弯矩应为零，故其 

■ 

相应的定解条件应为 


a; = 0 ： y — 0 M = 0 
x~L\ y = o 


其中 I 为梁的长度.利用 （1)， 它可以写为 



y — y ff — Q 

y — y ff = 0 


(5) 


而对悬臂梁来说，其一端嵌固（位移及转角为零)，另一端为自 
由（弯矩及剪力为零)，故其相应的定解条件为 



利用 （1)、（2) 式，它可改写为 



y = 0 〆=0 
M = 0 Q =0 

y=y f =o 

y ff =y rf, =0 
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在这里问题就结为徼分方程的边值问魎，即在边界条 #(5) 
或 (6) 之下求解常微分方程 (4). 

现以二阶线性常微分方程的边值问题为例来进行讨论.对于 
髙阶常微分方程或方程组的边值问题，通常也可以类似地处理. 
一般的二阶线性常微分方程可写为 

〆+〆$)〆 + q (3：) y = f (^) (7) 

其中为未知函数，而 pO )， ^), /(功均为已知连续函 

1 

数. 

如果在求解区间 [a, 6] 的两端点给定边界条件 

x — a ： y =0! 

x — b ： y = P 

其中 A 沒为已知常数,通常又简便地写为如下形式 

2^(a)=a, y{b)~p (8) 

则由方程 (7) 和边界条件 (8) 便组成一个二阶常微分方程的边值问 
题，简称为边值问题(7)、（8). 

解边值问题(7)、（8)，或者说求边值问题（7)、 （8), 的解穿= 
yO)， 就是寻找微分方程 (7) 的解 # = 使得它满足边界条件 

(8). 从几何上看就相当于在叫平面上寻找一条曲线 y = y ( x )， 
使它通过(《， a) 和 (&, 沒)两点，并在区间 U，&) 内满足微分方程 (7) 
(见图 （II-2)). 



图 (II -2) 
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除了形如 (8) 的边界条件外,在应用上还有其他各种类型的边 
界条件.例如在求解区间0, 6] 的两端点给出一阶微商 〆 之值： 

y ，（ b)=B (9) 

或者给出 y 与 〆 的线性组合： 

企企 2 y ’（ fl )=^4， Ar 1 y (6)+ fc 2 y '(6 )=B (10) 

其中丄 Ah 、 h 是常数.还有周期边界 条件： 

rf 

yCa) = y(b) ， y , {d)=y , ( 6 ) ( 11 ) 

等等. 更一般地，可把 ( 8 ) — (11) 式合并写为 

U i ly'} = a iQ y{a) + pmyib) + x y' (a)+ 々 "〆 (6) = Vi (12) 

(i=1,2) 

其中 < Xij , 々 ij，Vi (i = 1，2, j = 0,1) 是 常数. 

如果微分方程 (7) 和边界条件 （12) 都是齐次的，即/0)=0, 
Vi =0 (i —1, 2), 则边值问题 称为齐次的; 在其他任何情 况下， 即只 
要 /(^), V „ V 2 其中有一个不 为零, 则边值问题称 为非齐次的. 

和初值问题一样，边值问题同样有关于解的存在与唯一性的 
问题.先看如下两个简单的例子. 

例 1考虑边值问题 

巧 ’’ 切二 0 (13) 

(y(0) = 0, (14) 

由于方程 （13) 的通解为 

y — C\ cos^H~C 2 sinar (15) 

其中是任意常数.容易看到，不论 cr 1> C 2 取怎样的数值，都 
不能使此解同时满足 (14) 中的两个边界条件.事实上，如果将条 
件 K 0) = 0 代入通解 (15), 可得 Cl = 0， 而由条件 = l 得到 
c t = - l . 这两个结果互相矛盾，因此边值问题(13)、 （ H ) 无解. 

例2考虑边值问题 
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r^-f y = 0 (13) 

ty(0)=Q ， y(jt)=0 (16) 

容易看出，将边界条件 06) 代入方程 (13) 的通解 (15)， 只能定出 

f L 

^=0,于是边值问题（13)、 （16) 有无穷多个解 


y = c 2 sinar 


其中 C 2 是任意常数. 

我们注意，对于初值 问题: 


V 二 f(x ， y ， y ’ 、 

y (^ o ) ~ y f (^ o ) = yj 


来说,只要函数 fix ， y , 〆 ）及其偏导数 /；( x , % 〆 ）和 / Wn 〆 ) 
连续,解总是存在而且唯一的.但是对同样方程的边值问题: 


(y(a) =a, y(J>) = p 

来说，正如在例1、例 2 所看到的，即使函数/及其有关偏导数连 
续，还不能保证解的存在唯一，因此边值问题的存在唯一性要比初 
值问题的复杂.这里不作更多的讨论，我们只对二阶线性常微分 
方程的边值问题指出如下结论. 

定理 1 如果已知非齐次方程 

y M + vi x ) y ' + =/(^) (7) 

的一个解以及对应齐次方程 

y ” + p (^) y ,J r (17) 

的基本解组 yX 灼, y 办\ 则边值问题(7)、 （12) 可解的充分必要条 
件是: 矩阵 

-^2^1 ] ㈣ 2] " 2 O 0 ]-V 2 J ( } 

f 


和矩阵 
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^2^1 ] 卩 2 [y 2 ] 


( 19 ) 


具有相同的秩.而边值问题 (17)、（12) 可解的充分必要条件是矩 
阵 


ROl] Vl 

UilPi ] "2O2] Vz 


( 20 ) 


与矩阵 (19) 具有相同的秩.而且边值问题有唯一非平凡解的充分 
必要条件是这些矩阵的秩均等于 2. 

证明并不很难，请读者自行证明之. 

最后我们约定,在下面的讨论中,总是假设所考虑的边值问题 
的解是存在且唯一的. 


2边值问魎的某些解法 


首先介绍一个求解边值问题较为常用的方法 


待定常数 


法.如果对边值问题中所考虑的微分方程的通解可以求出，则利 
用给定的边界条件确定其中的任意常数，便可求得所讨论的边值 
问题的特解，这种方法称为待定常数法. 


例3求解边值问题 


y ft — 0 

y(o) 二 


y ( i)=fi 


( 21 ) 

( 22 ) 


其中《，沒是给定的常数，由于方程 (21) 有通解 ysq + c #， 以边 
界条件 (22) 代入得到 


c I CEf C\ C 2 = (23) 

即得=«， c 2 = 泠一 a ， 因此求出边值问题 ( 21 )、（22) 的解为 

■ 

y~a+ip—a)x (24) 

例4考虑均布载荷的铰支梁(参阅图 ( IM )( a )). 这时作用 
在梁上的载荷密度为常数如 f 假设载荷作用向下，梁的挠度曲线 


■ 
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将向上凹如图 （ n - i )( fl )， 则确定均布载荷的铰支梁的挠度曲线问 

I 

(25) 

(26) 


EJy ~ 一 H -- g~Cix 3 -j — C2fl? 2 H~ c^x ih 

由边界条件 (26) 可定出 

Cl =~^~ 穿 。£/, C 2 = 0, C? 3 = — 占 ? 。 L 3 , c 4 = 0 

I 

于是得到梁的挠度曲线为 

y = -^j(x i -2Lx^L^) 


题便化为求解边值 问题： 


d 


dx 2 


EJ 


d ^_ 

dx 2 


— 穿 o 


y(0)=y ff (0)=y(L) = y ff (L) =0 


对方程 (25) 连续积分四次即得其 通解: 


从上述例子看到，运用待定常数法关键在于求出所考虑的微 
分方程的通解.我们知道，对于二阶齐线性方程，如果能找出它的 
两个线性无关的特解，那么它们的线性组合就是方程的通解.而 
这两个线性无关的特解又可以通过求解两个特殊的初值问题而得 
到，因此为了求解边值问题可以先通过求解初值问题求出通解，然 


后再通过待定常数法进行求解. 

先考虑二阶齐线性方程 

y n 切 ( x ) y ’ + q ( x、y = 0 ( a ^ x ^ b ) (17) 

满足边界条件 

y(a)=os, y{b)^P (8) 

的边值问题.首先设法求出方程 (17) 的两个特解3^00, yM ， 使 

得力00满足初始条件 

3 T ,( a )- l , y r M = Q (27) 


而满足初始条件 
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Vz ^( i ) = 0, = 1 (28) 

显然，这两个解 aO )， y 2 CO 是线性无关的.则根据定理1，当 
0或々关0时，边值问题（17)、 （8) 有唯一非平凡解的充分必要条件 

I 

是 ^2(6)40. 

事实上，我们可构造出方程 （17) 的通解有形式 

女(工） = 。|夕1(«^)+(?2穸2(工〉 （29) 

令它满足边界条件 (8) 得到 

Ciyi(a) + c z y 2 (a) =a 

<hy i ( b ) + c 2 y 2 ( b ) = 

x 

再利用 （ 2 7) 和 ( 2 8) 式，当 y 2 ( b ) 关 Q 时可解出 

c =a c = P ~ ayx { b ) 

1 ’ 2 — y “6) 

于是得到边值问题 （17)、（8) 的解为 


穸 （ x ) = ocyiC ^ ) + 

fi—ccyiW 

V 2(. b ) 372( } 

(30) 

■ 

现在考虑二阶非齐线性方程 



y ” 二 

= /0) ( a «6) 

⑺ 


满足边界条件 (8) 的边值问题.利用前面类似的方法，只要设法求 
得非齐次方程 (7) 的一个特解 y ,( x \ 使它满足初始条件 

y 0 («)=a ， ^S(o) = 0 

并求出相应的齐次方程 （17) 的一个特解 y ,{ x ), 使其满足初始条件 

^i(«) = 0, y\{a) = 1 


则当仏（6)尹0时，我们可求得边值问题(7)、 （8) 的解为 

(31) 

(32) 

^(0) — 1, y {2) ^ 1 (33) 

■ 
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yO) = yoO)+ # 


例5求解边值问题 




容易验证方程 （32) 有两个线性无关解 



V % ( x ) = 



分别满足初始条件 

?/j(0)~l, y ； (0) = 0 
沒 2(0) = 0, i/i(0) = l 

注意 y 2 (2) •关0,利用公式 (30) 立即得到边位阿题(32)、 （33) 的 


解为 


1 f- 2x 

1 十 x 2 


例6求解边值问题 


〃 1 


r 3 y — cosx 


y (0) =*—, y ( jt ) 




■ 

显然 yo(^) ==- ^-cos x 是方程 （ 3 4) 满足初始条件 


(34) 

(35) 


yo(0)=~, ^(0)-0 

的一个特解，另外容易知道相应的齐次方程 

y ” + 3 y = 0 

有一个解义(<2：) = V 3 X，满足初始条件 

^ i ( 0 ) = 0 , ^( 0)-1 

而且 AU) 二;^ sin 因此根据公式 (31) 立即得到边值 

问题( 34 )、（ 35 )的解为 

V — cosa? 

另外，我们已经知道（参阅第五章 5. 2. 2)，利用常数变易法, : 
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可求得非齐线性方程 (7) 有如下形式的通解 

汉(怎） =<? 1汉1($) + 

+ J : 必以 /益⑷叫)/⑺忍 


( 36 ) 


其中 ViO )， 心(幻是对应齐次方程 (17) 的分别满足初始条件(27> 
和 (28) 的基本解组，而 TFOO 是仏00、2^>)的伏朗斯基行列式 


W(x) 


y 人工、 hO) 

夕 ;( 工） y f 2 (x) 


先考虑齐次边界条件 


y(o)=0, y(b) = 0 


(37) 


我们希望 (36) 满足边界条件 (37), 由条件 y («) = 0 得知 Cl = 0, 再 
由条件 y ( b ) = Q 给出 


⑽ (&) + r t)dt 




0 


(38) 


J a 


从定理 1 可知，为使边值问题 (7)、（37) 存在唯一的非平凡解，必须 
且仅须 ☆(&) 关0,此时由 （38) 解出 


Vz ( b ) 


f 6 人 t 、 一 yi (6)^2( 

Ja W(t) 


W(t) 

从而代入 (36) 并经过一些演算便可 得到： 

y% (o)Jo t) 

a WU ) /( ^ 

y2(^)[ 6 y2(&)yi(0-yi(&)y2(Q^ f) ^ 



V 2( b ) 


W(t) 



v7(b)\a WU) f( ) 

X y2( x> )ih(t 、一 V\( x 、 y2 

a w(tj ^ )at 
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ifd 染 2( t ) y i0>) 一 Vi( t、 y 2 ⑽ dt 

— _ 2 _ 


为方便起见，定义函数 


G ( x ^ 0 


Vz ( t ) 

y 2( b ) w ( t ) 

3 ^ 2 (^) 

yVibwlT ) 


lyz^)yiib)-y x {x)y % {by] 


LyzWy.ib) - y x (t)y 2 (b)^ 


则边值问题 (7)、（37) 的解即可写为如下简便 形式: 






yW 


5 


G(x, t)f(t)dt (a^x^b) 


(39) 


于是得到如下重要的 结果： 

定理 2 如果齐次方程 （17) 存在基本 解组心 ( z )， y 2 ( x ), 且 
y 2 (6)^0, 则对每一个在上连续的函数 / OO ， 非齐次边 
值问题(7)、 （37) 都存在唯一解，并且这个解 〆 幻可由公式(紐）唯 
一确定. 

公式 (39) 中的识>，《)称为边值问题00、 （37) 的格林函数，它 
具有如下 性质： 

i ) 沒(: r ， Z ) 在正方形上连续； 

ii ) @^在《<<，*<& 上连续 

iii ) GOr ,》) 对每一个固定的《，作为$的函数 (*#«) 满足齐 

次方程 (17)； 而对每个固定的: r , 作为 i 的函数满足边界条件 
(37). 

上述性质可由 G { x , <5 ) 的表达式直接验证，这里从略. 

例7考虑边值问题 
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A- 


⑻ ( a < x < b ) (40) 

\ y ( a )-= 0 , y ( b )^0 (37) 

其中 / O ) 在上连续，显然 y x { x )^ l , y 2 ( x ) = x ~ a 是齐次 
方程 r 7 = 0 满足初始条件 （27)、（28) 的基本解组，因此立即可求得 
边值问题（40)、 （37) 的格林函 数为： 




(b — x)(a — t) 
b 一 a 

(g — a?)(6 — O 
b — a 




当 a ^ t^x 
当 x«b 


最后，应该指出，格林函数是解决非齐次边值问题的有效工 

具，而且对各种不同类型的方程和边界条件可以推导出各种形式 
的格林函数，在此不多介绍了. 


§3本征值和本征函数 

在边值问题中有一类属于求本征值和本征函数（也称特征值 
和特征函数）的问题，简称为本征值问题，这类问题在生产实践中 
具有重要的意义.事实上，与振动有关的一类物理、力学问题，往 
往可归结为本征值问题，有些偏微分方程的本征值问题，通过分离 
变量法，也可以化为常微分方程的本征值问题.在这里我们通过 
几个例 子简单介绍一下边值问题的本征值和本征函数的 S 念以及 
一些结杲. 

例8考虑边值问题 

以"+沏= 0 (41) 

&(0) = 0， y ( jt ) = 0 (42) 

其中 A 是参数. 

显然边值问题(41)、（4 2 ) 有零解 Kz ) ^0. 但除零解之外，是 

否还有非零解呢？也就是说，参数 A 取什么值时,方程 (41) 在區间 
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上才有不恒为零的解#00,并满足迫界条件 （42) 呢？下 
面分三种情形来讨论： 

1) 2二0,此时微分方程 (41) 变为 y ” = 0 ,其通解为 


y~c x x ~r c 2 

把边界条件（』2)代入，得到 Cl = c 2 = 0, 因此，这说明当 

A = 0 时边值问题 （ 41 )、 （42) 没有非零解. 

2) ；1<0,令 — 这样微分方程 (41) 变为 

y tf ~ = 0 

它的通解可写为 


y = C\ sh fxx-\-c z chfix 

由条件夕(0) =0得到 c 2 = 0， 于是穸 zqsh / ia ;， 又由条件 K ： r ) = 0 
# Ci sh 但当 ju 尹 0 时 sh / u ^=^0, 因而必须 （?i = 0， 故 A <0 

时边值问题 (41)、（42) 也没有非零解. 


3) ；1>0,此时微分方程 (41) 的通解为 


y 


= Cl cos 



a; — C2 sin 


^s/ %i X 


由条件夕 (0) ^ 0 知 Ci = 0，即得 y = hsin 又工，又由条件 y — 
0 得 C2 sin ^/ 又 Jf = 0,若(?2 = 0,则夕(怎）三 0 4 . 所以，要有非零解存 

在,就必须 

sillN/ % 7 t = 0 

于是 

A = n 2 (/* = 土 1，±2, …） （43) 

与这些 A 值对应的边值问题(41)、 （42) 的解为 

y — c%B\nnx (7 i = it 1，士2， *••) (44) 

综合以上讨论 得知： 当且仅当；1 = » 2 («=士1，士2, …） 时，边 


值问题(41)、 （42) 才有非零解.使边值问题(41)、 （42) 有非零解的 
这些; I 值 (43) 称为边值问题(41)、 （42) 的本 征值， 与本征值 （43) 对 


应的解 (44) 称为本征函数. 
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«9 考虑非齐次边值问题 

(y ff -hAy=f(x) (45) 

iy (0) = Q , y ( n)=Q (42) 

其中 fW 是在 上的连续函数.和初值问题相类似,非齐 
次边值问题(45>、 （42) 与其对应的齐次边值问题(41)、 （42) 有紧密 

的联系，不过 A 是否为本征值将会有很大的差别.下面我们假设 
^>0. 


由常数变易法(参阅第四章 4.1. 3) 求得非齐线性方程 (45) 的 
通解为 


cosn / X + C2 sinV X x 



/(f ) sin > s / % ( a :— t)dt 


(46) 


我们希望解 （4 6 ) 能满足边界条件 (4 2 )， 由条件扒0)=0得知 
q = 0, 再由条件 3 T (： T )=0 给出 

> 

c % sin > s / % n /( t ) sin\/~X {n 一 i)M =0 (47) 

对于给定的/ I ，如果 sinVlT ^ O , 则由 (47) 可唯一地确定出常 
数 c 2: 


VT S iaV'r^D (0sinN/T( 




t)dt 


从而由 （46) 得到 




f V W sin VTU - 

A sin v a Jt J o 


t)dt 


+ () s i n A ( 怎一 (48) 

我们注意：条件 sin \/ X jt 尹0就相当于 A 不是齐次边值问题 
(41)、 （42) 的本征值(参看例 8). 

下面分两种情形来讨论： 


• 356 • 



1° 如果 ; l = A * 是齐次边值问题（41)、 (42) 的本征值，即 
sinV ^^ O , 因而;= = 士 1, 士2,…），则对任意选择的 C 2 , 

(47) 成立的充分必要条件是 


f f(t) sin\/A*( jt_ t) dt =0 
Jo 

或等价地 

J f(t)sin\/J*tdt =0 
此时解 (46) 就变为 

y(j) = c 2 sin Vf(t)sin^/A*(x—0^ 


(49) 


其中 c 2 是任意常数，且不能由边界条件来确定.因此，如果; 

是齐次边值问题（41)、 （42) 的本征值，则非齐次边值问题(45)、 
(42) 就不能有唯一的解.若条件 （49) 满足，它有无穷多个解;若条 
件 (49) 不满足，它便没有解. 

2°如果; I 不是齐次边值问题(41)、 （42) 的本征值，则由 (48) 

I 

给出的非齐次边值问题(45)、 （42) 的解 〆 功是唯一的.事实上, 
假定 zO ) 是非齐线性方程 U 5) 满足边界条件 (42) 的另一个解，则 


y (* r ) — 是齐次方程 (41) 的解，且满足边界条件 （42), 因而，如 
果 yW - z ( x ) 在区间上不恒等于零，； I 就是齐次边值问 
题(41)、 （42) 的本征值，这与假设相矛盾. 

此时，;土 1，士2, •••）（ 参阅例8)，现在我们把唯一解 


(48) 改写为 


yW 


0 


sin\/A (x — t) 

- vT 




擎 


sin 


Vi 


x* sin 


\/ X (jf — t) 


0 


\/A sin%/ A n 
sin \/ A x • sin \/ X (jt —0 


/ ⑴忍 


"s/ K 


* 


sin 






由于 


sinv A (x ― i) sinV^ / in ^ A ( jt — t) 

^—^^*^** 1 "■ r 1 ' ― 1 - l . . ■ — . ««■ - — : j _ rT 

V A \/ A sin^s/ A jz 

sin \/ A t* sinV^A" ( t x) 

、/义 sinv ^ X Jt 


上式可以统一写为 


/• 


y (^) 


Gix,t,A)f(t)dt (O^x^Jt) 


(50) 


其中 


( 7 (a?, tj X) 


sinVA 卜 sinA (jt—x) 

\/ X sin^ A 7 t 

sin ^s/ A x^ sin \/ A ( 


当00<怎 


0 


〜^ A sinV^ A 


当 X ^ t^JZ 


(50), 

就是非齐次边值问题 (45) 、（ 42) 的格林函数， 它 是对于0<«, rr^jr 
和; I 尹士2， …) 定义的连续 函数； 而且对 


是连续的; G ( a ;， i ， A ) 对每一个固定的《，作为 a ? 的函数 O 垆 

«)，满足齐次方程 (41), 而对每个固定的^作为 i 的函数满足进 
界条件 (42)( 参阅定理 2). 

例10求解边值问题 


y rt +Ay = o (41) 

y{0) ~a^ y(n) — ^ (51) 


这里边界条件 (51) 是非齐次的，其中 a ， P 是给定的常数.我们可 
以把这问题化为在例9中讨论过的那类边值问题，其中微分方程 
为非齐次的，而边界条件是齐次的. 

假设 Kx ) 是在 上有二阶连续导数的函数，使得 


/ t (0) — a ? h { jr ) — ^ 
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例如 Kx)^a 就是这样的函数，令 

7 T 

y(x) — z(s)- r h(x) 

则 〆 0)=/(工）+办'00，^00=^〃(0+々"0),并且 

y ,, (x)-\-Ay(x)=z f, {x) J rh ff (^)-\-?Jz(x) J rk(x)^ 

因此边值问题 ( 41 ) 、 （ 51 ) 就化为如下边值 问题： 

(z ,f -\-Az=~lh f, (x)^Ah(x )2 ( 52 ) 

lz( 0 )~ 0 , z(jt) =0 ( 53 ) 

那么根据例 9 中的讨论，利用公式 ( 50 ) 即得边值问题 ( 52 ) 、 ( 53 ) 
的解为 

广 

z(x)~ I G(x, t, /l)/( t)dt 

而原边值问题 （ 41 ) 、（ 51 ) 的解即为 

y(x)^ I G(x, t, A)f(t)dt ! h(x) 

j o 

其中 GCMJ) 由 巧卟给 出，又 /($)=—!>"Cr) 「 A/M >)]， 如果 
选择 h(x)^ a + ig - 二^ ^ -， 则有 

JT 

I 

wm , 

~A a+ ( 沒 - oC)^~ 

L 叫 

例 11 求解边值问题 

\V f, rXy^f{x) ( 45 ) 

\y( 0 ) 二 a ， y( 7 t) = P ( 51 ) 

我们可以把这问题化为在例 9 及例 10 中所讨论过的两个较 
简单的问题 . 假设仏 是具有齐次微分方程的边值问题 ( 41 )、 
( 51 ) 的解（例 10 ) ， y 2 <>) 是具有齐次边界条件的边值问题（ 45 )、 
( 42 ) 的解 ( 例 9 ) ，如果 /I 不是齐次边值问题 U 1 ) 、 （ 4 2 ) 的本征值， 
则所给边值问题（ 45 ) 、 （ S 1 ) 的解为 


y{x)^y^x) | y 2 (x) 
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而且这个解 yOO 是唯一的.这个结论的证明留给读者作为练习， 
为了研究更一般形式的微分方程的本征值问题，我们引进“自 
伴本征值问题”的概念. 

考虑二阶齐线性微分方程 

J rVii x ) y ， + P2 ⑷ y =办 (54) 

其中以00, 是在区间 [ fl ，&] 上给定的实的连续函数, 

且抑 O ) 关0, A 是参数.如果方程 (54) 中的算符[具有这样的性 
质: 对于任意两个在区间 [«, 6] 上有连续二阶导数并满足一定边界 
条件的和 v { x ), 关系式 

r 

1 I uL [^ v]djx = I vL \ jf\dx (55) 

J a J a 

(其中上面一横表示复数共轭)成立，则相应的本征值问题称为自 
伴的.对于自伴本征值问题有如下基本 定理： 

定理3自伴问题的本征值必是实数①，并且对应于不同本征 
值的本征函数在 « b 上是两两正交的. 

证明 设# 为自伴问题的本征值，炉 O ) 为相应的本征函数， 
即识满 足方程 L |>]= AV , 令又 * 和分别 表示# 和 〆 功的 
共轭复数，则 * M =\*9, 于是由自伴关系 (55) 及 ㈣ = | 史 | 2 得 

f ^ L \_ q >~]6 jx — f tpL \_< p~\dx 

Ja J a 

=(A*—X % ) f \< p\ 2 dx = 0 

J a 

由本征函数的定义，|炉001 2 >0,因而厂|刎 2 心>0,故; ikp ， 即 

J a 

P 为实数. 


①自伴问题的全体本征值构成一个可数集.荽证明这一性质将涉及到微分方 
程的解析理论，故在定理 3 中未列入此重要性质 . 读者可参阅 E_ A_ Coddington 和 
N. Levinson 著 ： 《Theory of Ordinary Differential Equations 》（ 1955 年）第 

七章 . 
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设〜和是分别对应于两个不同本征值 总和; ^的 
本征函数，由自伴关系式(55)，并注意本征值是实数,得到 

f 9 mL [( p n 2 d ^- f 

J a J a 

= {K n — k m )[ = 0 

J a 

既然则必有 

*6 _ 

J a 

故炉 m ( z ) 和 ％ Cr ) 是正交的. 

定理 3 证毕. 

例12微分方程 

L \_ y \~- y n = Xy (41) 

和边界条件 

aj | Kfl )+0£2 〆 0)=0， PiVih ) PzV ' (6)=0 (56) 

(« i , os 2 , Pu A 是实常数，且叫和 a 2 不同时为零， A 和 As 不同时 
为零)或周期边界条件 

谷 （ a ) — 沒00=0, 〆 （《)_ 〆 （&) = () (11) 

组成自伴本征值问题. 

事实上，假设和 是任意两个在区间 [ a , &] 上有连续 

二阶导数并满足边界条件 (56) 的函数，则对方程 (41) 中的算符 L 

利用分部积分法得到 

f sL[v]<fo: — — 丨 UV rr dx 
J a J a 

b Cb 

— — ( uv ' ) + u f v f dx 

1 a J a 

= iu f v — uv r ) — f vU"dx 

I a Ja 

— { u ' v — uv ') j +| vL [ u}dx 
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因《0)和 〃(幻 都满足边界条件（56)，故由其中的第一个条件得 

OCj V ( flf) + OSgM ( fl!) 0 

aiV ^ a ) + a 2 t /( a ) nr Q 

按所设 A 和仏不同时为零，例如«!^0,则有 

u ( a ) = — — u f ( a ) 

os ， 


即有 


v(a) = v' (a) 


(a)v(a) ~u(a)v f (a) 


02 


u r (a)v f (a) ^u f (a)v f (a)] 


0 


故得到 


(u f v — uv f ) I 


0 


(57) 


同样由 （56) 的第二个条件得到 


(u f v — uv f ) I 


0 


(58) 


因此成立 


uLlv~]dx 


vL[?i] dx 


a 


这证明本征值问题 （41)、（56) 是 Q 伴的.显然问题（41)、 （42) 是此 
问题的特殊情形. 


对于周期边界条件（11)，容易验证亦有 


iu f v — uv f ) 


0 


(59) 


b 


故本徑 ftS 问题（41)、 （11) 亦是自伴的，于是所考虑的本征值问题有 
定理3所述的 结果. 


例13斯图谟-刘维尔 （ Sturm - Liouville ) 型方程 


LLyl 


d 

dx 


K 工 ) 学 

dx 




+ q ( x)y = Ay 


(60) 




m 


m 



和边界条件 (56) 或 (11) 的本征值问题也是自伴的,其中 p(x) f q(x) 
是在区间 [«, 6] 上不等于零的实连续函数，而对周期边界条件 （11) 
的情形还要求 p ( a ) = p ( b \ 

类似例12中的讨论.假设〃 O ) 和是任意两个在區间[«， 
6] 上有连续二阶导数且满觅达界条件 (56) 或 （11) 的函数，则对方 
程(⑹)中的算符 L 有： 

Cb _ 

I uL\^v~\dx — vL^u^dx 

J a J a 


u 


— ) n qv 

ax 


dx 


v 






dx 


(pu f ) -f qu 


dx 


v i in ，) ~ u i ivv，) 


dx 


=^[p(x)(u r v 


uv f )^] 



利用 （57)、（58) 或 (59) 立即推知所考虑的本征值问题是自伴的.特 
别是勒让德方程 


d _ 

dx 


(1 — x 


L 



( 61 ) 


和边界条件 (56) 或 (11) 所组成的本征值问题是自伴的. 

最后，我们指出，对更一般形式的边界条件（12)，亦可进行类 
似的讨论，甚至还可以探讨各种不同类型的本征值问题.由于篇 

幅所限，我们就不在此作详细讨论了.需要深入学习的读者可参 
阅 F, Brauer 和 J. A . Nohel 著： 《Ordinary Differential Equa ¬ 
tions ； A First Course 》（1973 年）第七章. 


V- 
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习题答案 


(5) 


(仅供参考） 

习題 L 2 

1. (1) 一阶 线性； （2) 二阶非线性； （3) —阶非线性；（4> 二阶 线性* 
一阶非线性； （6) 二阶非线性. 


(1) y=» 2 +cj (2) y~x z +Zi (3) y=a? 2 4 +4; (4) y—x 1 +-|-' 


5. 

S » y =0 及 y = a ;+ l . 
8. —小时. 

» — ytga 


( 2 > (rff + (y~xy f ) i =l t \ 

(Jf-*〆)(a? - f) 卜 2a 2 i 


(3) 


(4) ^+^=0； 
(5) y~zy r ^x l i 


(6) y — xy f 




x+y 

~2~ 5 


⑺ y f = JcX ( fc >0 为常 数). 


习题 




1* 通解特解 


2 . 通解穿 


c+ln|l+x | ， 


另有解特解双 


H-ln|l+x| 


3 . (l^x z )(l^-y 2 )=cxK 

4. x—^+ln|xgf| =c? y=0 w 
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5 . arctg-^-+ In I Vx 2 +# 丨 =c. 

w 

6 . arc sin-^- = In Jo; I +c ； y 2 =xK 

x 

7. sinycosar=c, y — kn^ fc=0, 士 1, "•• 

8 . 2 e 3 j 7 — 3 e "^ 3 = c. 

9* 1 "f* lll-^— Otla 

x 

10. e 穿 = e x + c* 

11* tgOr+c) 

12 . y=&vci${x J r y) +c. 

13. x % -xy+y 2, -hs—y=c. 

14. o; 2 +y 2 —2 卻 + 4y + 10x = c. 

15. tg(6x + c)=Y^ + 4 ^ + 1 )* 

16. (y^3xy(y 3 +2x)^ = cx 15 . 

17* (y 2 —x 2 + 2) 5 = c(;t 2 + 2^). 


18, 

a) 

y= 

cx\/ x 2 y 2 -\-2 ； 




(2) 

In 

X 

^ — 疋% 2 + 必. 





X 

4 



19 ‘ 

f0c) = 士。 

1 

'2x 



20. 

«(0 

= tg[x r (0) (]• 



21. 



xy — c* 



22. 

(1) 

RC 

^~+u c — E(t=0, u 0 - 
dt 

-0 )； t 

=ln2 


⑵ 

RC 

-h^o 0(< 0, Uq 

dt 

-E) j ( 

=ln2 


23. r = ce fl (®==rcos0, ^ = rsin0)* 




y — c^ x — —( sin z 十 cos a). 

M 


• 365 • 



2. oc = oe~ 3( + 

5 

3. s = ce- 8int +smf-h 

4. y=x n (e x + c). 

5. y = x 1 (1 + cei)- 

6. y z — oc z (3 x + c )* 

7. 2y = c0c+l) 2 +0r+l) 4 . 

8. 2 x ^ cy J [- y 3 ^ y ^ O . 


9. y— 


cx a ^ - a 7 ^ 0 ? 1. 

1 —a a 

x+ln[ oo\ +c, a — 0. 

cx + a ： ln |^| —1 ，a = l . 


10 , 



x z 

T* 


11. y 1 (^ 2 +l + ce^ 2 ) =1 ， 2^ = 0, 

12. 2Kca? 2 + l + 2lnr) =4 ， y = 0. 

13. f=$+cx 2 _ 


14, ± x ^-y = c. 

15. (1 —x 1 +x 1 y 1 )t^ = cx\ 


16. y= (1 +o;)e x . 

17. (p{t) =e^ /<0) 

18. (1 ) 约 5 安培； （ 2) 约 7_5 安培 . 

19 - Ja v /^ Lw [ sinM + y ) - e 4. s —] 

— Leo R 

其中 sin9? ^^+(^ ; cos 9?= 7 FTOy * 

21-(5) y = cx—x z ] (6)y — c\/ x —x. 

22, (1) y=c^ / \l-x 1 丨 + 的 (2) + 

{3) y = cXgx ^ slnx . 


习 




1. x z + Zxy —^ y 2 — c . 
366 • 




2, cc z - xy -\~ 2 y i = e . 


3. In i 

x 


xy 



% 


4. x AJ tZx % y 1J ry z = c. 


5. sin—cos— - =c. 

x y y 

6, yt z% —x 1 = c* 

7. {x z — 2x+2)t x ^x z y l = c. 

8, y (; r 2 + l )= c . 


9. 


arc 




10 . 2x=y(y z +c)i 2 (= 0 . 

11. o ^+ lsce ' 

12* y=x(c — x)• 


13. x 3 -^3x 2 y=c. 

14. xsin {x-\-y) = c. 

15* e y ^cosa:+e y (y — 1) suicc = c. 
16. x 4 y 2 +x 3 y 5 =c- 


17. 


9M 9N 
dy 9x 
N _ M 


=/0+穸）; 


dM 9N 
9y 9x 
yN —xM 


=g (对) . 


22, fX =^*« e ( n - l ) Jp <^) dx ^ 


习题 2.4 

1. 令 〆 = 冬； x=t z +t z , 歹 = 吾 f 2 + 2f + c. 

t ^ 

2. ♦ y’ = tx' ^ = ™ ' 一 t 2 , y = 舍 f 2 + 吾 f 5 +<?• 

3 . 令 〆 =p; y = p^Qp y x= (p4-i)e^ + c, ^ = 0* 

4. 令〆 = tg<p; ^ = a(l 十 cos2<p)， x= — o(2<p + sin2(p) +c» y=2a. 

5 -令〆 = cos f； x— sin f, +c. 

6. y~x 一 --- Cm 

x—c 
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15. e'^+lnl^I —c. 

16. (^+l)e* , = 2ar+c, 

17. ^=c(*+l) 2 +2a?+l* 

18. Or 3 穸 = 

19. 2cy~c 2 j; 2 +4 ； 穸 = 士 2®. 

20. y l = (o?+c)*+l ， 9 =士 1. 


21, a；+yeT=c* 

22* x t —y 1 = ey 3 . 

23, »+l=^(y+c); y=0. 
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% 


X X 1 


24* flrctg—+c* 

y 2 

25. »=p+e p ，(p —l)e p + c* 

26. (3»*y+y’)e* = c. 

27. 91n(2a;+3y+ 罕 )=14(3y — 音 a?+c 
28« 


2 if - f *3 y +7^=0# 


29. 


如 1 + e _ 




e. 


30, (^+D (y s -D =* 4 +y s +c. 

31. (x 1 +y t ) (^+1) 2 =0 ^； y=0* 


32. V a;V _ 1 


c ( a ?+ jr)j ar + y «0* 


33. 9 一： y’ —x\ y= cx^xln |«|. 

34 . ^=kvi ”舞0. 233 米 / 秒. 

at 


35* m = A?i / — J5?2v ( 灸 i>0 〉， 

dt 


0 时 v*0j 


« 


36* (1) y=c x f y=e # + 


c+e 


(2) y— sino?, y=sin* + 



⑶沒 


⑷安 


(5) y 


、龙 y 


c^~ ln[x) 


—h 


2 a ^ FW — 11 

1 — 2 疋 3 — c 

? 邛 = 7TT 


_ 1 4ar 3 + c 

(6) 产 7, 


(7) y = l, ^=1 + 


ar+ce 


t 309 串 



习題 3.1 


个 11 

L ^=Y^fo + no + ^oo 


2. ^2=~-^* + ™-* 3 

2 4 6 


i 5 ii 

To x —而 • 


3. k+iK-j 的 = 爷一皆一^一 

4. \y\>a>0, o • 为 任一正 常数； 

通过 (0, 0) 的一切解为 y 三 Qlk 


24 


\y\ 




0 

I 

(0 ； — C)T 


Or<c) 

0> C )， 其中 c >0 为任 意常数 • 


习题 3*3 


2 . 


3, 


9<p 

^yl 

9<p 


exp 


G ； 


o 


9f(s, <p) 
9y ~~ 


ds h 


9x 


o 


[P (x n )y 0 +QM ]exp P(s)ds 

Xt 



X 


9<p 

9yl 


exp Q F(s)ds ^ 


=P (x) <p (a;, x 0> y 0 ) + • 

9x 

4 - 当怎。 = 1 ，沒 。 = 0 时 ;^ - = 0, = I x j • 


doc 


0 


9yo 


x 


习题 3*4 


、 i c 2c 

一 ） h x= J^ y= J 


十必^^^为参数， C 尹 0 是任意 常数 ； y 




2p 


3 


y 


3 


4p 2 3 4 


, P^O. 


2. a ： =2p+lti(y — l) a + Cj y= p 2 + 2p + ln (y — l) Zj rO^ y = x-\-\. 

3. y = ciP+^/l + c 2 ; 奇解 y — ^s /1 — 芯 2 • 

4. y ^ cx ^ rc 1 % 奇解 x 2 +4 汉 = O t 
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0; 奇解 


* 




5 * 点 - 知， 


6* y=cx 


c 


2 


; 奇解 27^ + 4 y 3 = 0. 


7. x = ce ^ p -2 p + 2, y = c(y + l ) e ^- y i +2. 

8* 9(y-^c) z ~4x(x — 3a) 

(x= _,(?+ 2 )^_3| n [ ^_2| + c , 

9.) 

I y = — ~? 3 一 p 1 一 3p —4 — 6ln [ p —2 f +2c 

o 

9 2 
y = 2 x—y 

10. y = c ( x ^ l )+ c ^ 奇解 O + l ) 2 + 4 y = 0. 

( 二 ）（ 1) x 2 + 4y = 0 ； (2) V+4y = 0; 

(3) (x — y) 2 = S^ (4) ^ 2 = 4(z+l). 

( H ) 4 aa ;= Or_y + a )^ 



3, a:= Cje f + c 2 e ^ —- cos t . 

4* X—OiQ^Czt — (t +1) 2 . 

• t 1 t _ 

5. x = c { cos2t + c 2 sin2i~ — cos2i + — sin2i. 

8 16 

6 . cht y sht；x = Xneht+x[s}it. 


习题 4.2 


2* a := c t e *+ c 2 e -i + c s e £( + c 4 e ^ 2< , 

3. 怎 = (Cj +c z t + c z t z )^ a K 
4_ x=CiQ u + c 1 Q~ ti + c z t 2 -\~c A t J rC^ 
5. x= (ciCo^3t + c 2 sin3f)e _< . 


6 . 



(<h cos 



f +c 2 sin 



3 


2 




7 . a^0 f 


s = Ci&^ at + 〜 e a * — +1) ; 



o=0, s = + (i+3)* 

8. ar^Cje^'+e 1 (c 2 i + c 3 ) — < —4. 

9. ir=e* (ci + c 2 0 +e -t (c 3 +c*0 +P+1. 


10 * ar=e 




Cl cos 


^ 3 ©* — —(cos ^ + sin 0* 

2 2 / “ 


2 6 

11* ®^=Cie* + CsC— 2 * — -^*cos2i — —sin 2t* 


5 


5 


. X — C^ ^ 


Cl cos 


+ c 2 sin^^)+ c 3 e* 

^ j5 / 


13* a 尹 一 1 ， 5=e~ 01 (ci + C 2 O + 


(a+1) 


2 


e* 


a = —1, 5 = 




* 


14, x=c x G^ + c 1 e^ t +—e u . 


15. JC=e* (c x cos\^2 t + c z sin\/ 2 0 +^(5eost —4sin <)e~ 4 




16. ^ 


Cj cos t + c 2 sin t H™ —cos 2 < — — ^cos % * 


17. ar=e** (c t + c a O ^V*+e* +去 

18. x~CiCosSt +c z sin3t — ^t 2 cos3fsin3<. 

19 . x—t % (cj cos t + c 2 sin f) + + fe* (cos* + f sin <)♦ 


20 * 3? c \ cos i c^ sin e I 


2 sin t 


21* x^Cieost + c^sin i +1 + icosf — sin 卜 In | sin f U 


22# *«=Cii+c^ 


' 搴 


23, ^=Cit a +c；^ 3 + 


2 


塞 


24* x— t (ctcoslni + c a sin Ini) + tint 

25. 3 ?= 丄 (e s * — cos 3 % — sin 3{) # 

3 


_ 


37 ? 



26. x=e*. 


27. 




(oi+c 2 0 exp 


ZL 



(/J 2 (7 —4L~0)j 


I = Ciexp! 


吾 O 4 # 




\ 2L 


占7丑 2 -孕>， 


(P^C-4L>0) 


/=CX P( _ 2X 



Cl cos 


2L 





R 1J tc % sm 


, t Uh 

m 2LN~C^~ 



(^C~4L<0) 


28. 8 




F-a 4 (F~a)P 

—j — 


b 


b 2 g 


1 —exp 


到]. 


习题 

-m 

1. 9(or+C2) 2 = 4(<+Ci) 3 * 

2. x+cilnlar| = i+ c 2 ? x = c. 

3. (x — 1) (Cii + c a ) =1* 

4_ a^cosG + W+Ci 或 o;=sinO+cO+~; 疋 = 士<+匕 


5_ (t — c x ) 1 + (x—c 2 ) 2 = o 2 ; 或 

6. e r = c 2 (i 2 +Ci)ix=c. 


一 asirx 屮 + q ， x=acos<p+c»* 


7. x= t 一 - 1 - 一 *" + 

/ 3 ^1*3*5 


、 _’ - _ ■■ 




3 • 5 … (2^ — 1) 


«|— ••• 


8. x = l + 


i 3 



< 6 


2*3 2,3.5*6 


+ ••• + 


t 沾 


2*3*5* 6*** (3 女 一 1) 3fc 




9. x=Ci (l+-r-+ 





2 1 2*4 2*4-6 


• 


+ c 2 







10. x — CxJ A.(/) 


U- m^rf=mg— 


⑷ 



2 


Jt 


(c x sin t + c £ cosf). 


dt 


x = ^*ln ch 


獻， 

(vi ? o> 


0 时疋 = 0 ， 营 = 0, 


13* 




c) x=c 1 e 3t ~fc 2 fe 3t 


习题 5*3 


a) A = — 1, 


x = 


fi 
— fi 


，召关 0; A =5, x 




a 


2 a 




b) A = — 1 ， x = a 


0 


， a^Oi A = — 2 # x—p 


,^0 ； 


A = 2, x= v 


， v=^o. 


c) A=3 ，x = a 




2 


， a =5^0； A = — 1( 二重根 )， x = ^ 




2 


2」 


， ㈣ • 


d) A = — l f x=a 


1 




, a^Oi A = — 2, x=P —2 


卢关 0; 


A = —3，y 


In 
3 
9 


， Vt^O* 


a) expAt 


2V3 


- (2 —^/T)e VT *+ (2 


e ^* — e *" 771 


e VT * +e 


V3| 


(2+^^3")6^*- (2—^/T)e■^ T< 


6) expAt 


3 


e 5i + 2e 


e 5 * 一 e 


一 2e 5 *—2e-* 2e 5< +e" 


c) exp At 


e 21 


e -< —e 2£ 


e -2*+ e z* e+e 


u 


q u 


— e ， 2 *+e 2 * e" 2< — e 2 * 


e" # +e 2l n 
e^+e 21 
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d) expAt = expAt 0 exp At 


tKpAt 


exp At 




2a/T e- 3l + (3 + VT )e (2+V7 >* + (-3 4 s/T) e 


14VT 


4a/T 



13 + 7VT 


e <2+^7)* 



13 + 7VT 


(2-^7)| 


十 


3 < 丄 10+4\/^ ( 2 + fc / y )t ■ —10 + 4V 7 



e <2-^T>* 


expAt 


=a 


2n/7 



^PT 


(2+^T)| 



n/T 


e (2-^T)# 


4V^T — 

■r 


-iwT 
9 1 

— 8n/ 7 

~9~ e 


e 



53 + 25n/T 


( 2 +v〒>* 士 53 + 25^^7" <2 .^ T)i 



二 2 + 4n/ 7 <2+ v 7 )i 1 




expi4< 


=3 


^e-» 4 - 土。 4 气 _* 



2+4n/T (j .v ?u 


4n/7 


56 V 7 



122-28n/T 


<2 + VT>* 



122-28VT 


e <2 -^T)i 


32VT 



26 + 2〜/y 





-26 + 2VY 


e (2-VT)* 


5, o) 爭 （ i) 




2e 6( + c 
4e 5 * —e 
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I 

52V 7 
3 一 


e 


3t 



4 — 


e 


(2+^7)! 



4~26n/T 
~~ 3 




6) <p(0 


4VT 


364n/T 
~ 9 


e -« + 


e 


<2 + ^T)t 



— 748 + 146^^/7 

(2-^T>* 

9 


■ 


208v^7 

9 


e 


at 



178 一 22v^ 7 



9 

17^-22V / T 

9 


e 


<2 + '/7)| 


e (a-vT>‘ 


c) exp4t 


「 - !-e 34 + —e-* 


2 


2 


x 卜分 _* 


l_ e «+ ㈠ f 一分 - 


i 


4 




2 


e 


31 


4 

1 

2 




丄 e 3 ‘ 


+ 


< + Z」 ie 
2 8 




e 


4 


e st +(-t 


4 



3 




16 

3> 

^8 


e 3 * + 


(i- 


3 
16 


e 


e 3 « +(y«+~)e-» 


<P(t) 


2 


+ 4-e 




O 


1 


， - 丁 e 

- i e " 


6. a) q>(t) 


3 

_BWW •_ 

20 

10 


e 5 *—e 


— --»— ^ 
4 


2 

T 


e &l +e~* 



+ 


5 


6) q>(t) — 




e 


-21 


k 8 ‘-l e_ ‘ + 各 w 


— 




2e，+ 冬 e- s *+4« 

4 4 


2 


U 


4e 


2( 


V3 t _|e-+ y ie 
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c) g>(t) 


r eosi — 2sin Z+d( —4-2&H) -f 3e^(i + ?? 


， 2cos# — 


2siut^-c t {—4 — 2r] l +3?; 2 ) +2e^(l 


Vi) 


Vi~r} z ) 


10* 0〉 (#) = —^ + 1, <p 2 (t、= — J - 1 - 

^ 2 ? 


&) 9i(0 


«z(t) 


4 




,+ 吾 


e " ( + 仏⑴ 


(e^*—e 2 *)； 


^ “)=[(+% + ^7 2 — 会 + 



/V*2 


„ 1 r n/"2 

V4m h + Y^ + - 


m 


- 7 ] % sin 








Vi 


/V2 



4 竹 z 


如么丄 s 饥 


4 m 



2 


-~^3 + ~ 

^ 4 m 


2 \ • m 

1 Isin 



2 




[洽 


e 




t 


Vz+^Vz+~^Vi)<ios m 



2 


n/Y 


4 m 


V~2 




V~2 



4m 

VT 


4m 
n/2 


V^2 


e 


m 

7ft 


( 2 ~7 二 ^+ 丁一 〜 )sm——( 




4 m 


\/2 丄 1 

T^+I 773 


4m 


V2 


yv — 

V2 、 

1^) 


m 


cos 



e 






习题 6.1 

1. ( l >： r =0 不稳定； $= 一鲁稳定. 

(2) A = 0, a; = 0 ; 0<a: o <3 ， ar->l ; ii7：=i 稳定， tr=0 及 ; r=3 不稳定 . 

(3) A = 0’ ； c=Oy 0 <l ， a；— 0 ; 怎 0 〉 1 ， 3 ： — 3;x = l 不稳定 ，仏 0 及災 = 3 

稳定 . 


习题 6.2 

1 ， （ 1) (3, 一 2) 稳定 焦点 . 

(2) (1,3) 中心 奇点 . 

2. 奇点 (0,0); ac<0, 鞍点； ac>0, a^c, a>0, 不稳定 结点； 沉 >0, 

广 ^ _ 
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a <0, 稳定结点 ； a = c 5 5^0, 退化结点; a = c ， & = 0,奇结点 • 

3. ⑴ 5 <0, 鞍点； ff >0， ^ = 0,中心奇点； A <0, p 关0,焦点， . 

3>0,结点； g =0, 存在奇线. 

(2) y >0, g >0, 渐近稳定； p = 0, q >0, 稳定；沪<0或?<0,不稳定 • 

4, R >0： 丑 2 C -4 L >0, 稳定结点， / J 2 C — 41_0,稳定退化结点， 
(/2 2 C 7_4 L ) <0,稳定焦点；/? = 0，中心奇点_ 


习题 6. 3 

1. (1) (0, 0)，（1，0)，（0, 2) 及 d = 2 / = 0和不稳定; 

0：=1，女= 0和尤=0,夕= 2,渐近稳定， 

(2) (0,0), (1，2)，（2, 1); 怎=汉= 0和疋=1,沒= 2，不稳定； x = 2 f 

y = i 渐近稳定 . 

(3) (0 ， 0) ， (- 士 ， 0); x—y — 0 x = 一 y~0 不稳定 • 

(4) (0, 0)，（1， l)jcc = y ==0 不稳定;渐近 稳定， 

2 . (1 ) 渐近 稳定. 

(2) ^■，渐近稳定； P= — j ， 稳定； 不稳定 • 

(3) 不 稳定. 

3. 不稳定. 


习題&4 

1. ⑴ 常正； （2) 变号； ⑶ 定正； ⑷ 定正； ⑸ 变号. 

_ 

2_ (1) 稳定； （2) 渐近稳定； （3) 渐近稳定； （4) 不稳定. 

3. (1) 渐近稳定； （2) 不稳定； （3) 稳定； （4) 稳定； ®>0, 不 

稳定. (5) a <0, 渐近稳定 ； a = 0, 稳定； a >0, 不稳定 • 

5. 稳定. 

6. 不能;渐近稳定， 
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k 


3 m 6 .s 


1 - 0) 浐 =i ， 半稳定极限圈 . 

(2) 浐 - =1， 稳定极限圈 . 


(3) #+浐 =1， 稳定极 限圈 ; #+/= 9 , 不稳定极限圈 • 

2. (1) 无； （ 2) 无； （ 3) 在域 **+y*«2 内存在不稳定极限圈 . 
4. 例如扣 . 


习理 6.6 


⑴月 


(2) B 


7 

6 


Lis 


1 


2 


41 

58 


丄 
L y 


18 

5 

54, 


定正 I 


2 


41 

58 

12 

29 

31 

58 


2 

31 
58 

6 
29 J 


定正 . 


2* ^ 


96 


(39a?* -d^x^USxl), 定正 . 



习理 7 

•⑵ + 1) +a?+ ， ]e -i ‘ = c“ 


• 3S0 


2 . 



3. 



(ar+y+2)e"* = c ll 
(^― ^)e*=c 2 ； 

U—y) 2 +y 2 = c!, 

arcctg^^— i = c 2 , 

y 


x= — (l + e*O f 

穸 y * —l* 


或 


m I ■ ■ f _ 

w x^ (c £ +Ci ) cos t + (c 2 —Ci) sinf, 
[y = CiCos f+ c 2 sin i j 


x=cost — sin<, 
y= cost* 


• \x 1 +y t +z z ^c z . 

( 二 ） 1. u=0(x 1 -\-y 1 , xy-^-z)% 

2* u— ( P(x z +y t -\rZ 1 ^ y^-Zyz—z 1 )% 




* 


1 1 丄 

6. 少 （(* 一 tt)sr，（y — M)sr ， Os—«)s 了）， 0, 
s—x^-y+z+Ui 

7. <P(o ： +y+ 名， ®y2>=0 ； 

8 . <p((x—y) 2 (x+y+z), 王二 ^) = 0 ， z^y% 

\ Z — XJ 

9. 0(xy ， 妓 ） =0 ， z=Zxi 

10. <P(z ， 2x—zy 2 ) —0, (zy z —2x)K 

( 三 ） 1. <p(ar 2 +^ 2 f x 2 —!/ 1 ) — 0 ； 

2. 0 (z z —x 2 f x 2 —=0} 

3. <P C* 1 + 2x z , y z )®=0. 


• m • 














































































































































































































































































































































































































































































































